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AVANT-PROPOS 



Dans l'étude des séries, qui est une des plus fécondes et des 
plus délicates de l'Analyse mathématique, on peut se placer à 
deux , points de vuêrl'un théorique, est relatif à la convergence 
ou à la divergence de la suite; l'autre, en quelque sorte pra- 
tique, est relatif à la sommation. On commence en général par 
la convergence et on arrive à la sommation. On part de l'idée 
abstraite et on arrive à l'idée concrète. Dans cette transfor- 
mation, l'idée gagne en utilité ce qu'elle peut perdre en beauté, 
elle devient moindre mais meilleure. 

Quand on aborde les applications de l'analyse aux questions 
soit de mécanique, soit de physique, il ne suffit pas en général 
de savoir que la série qui se présente est convergente, il est 
nécesaire d'en avoir la somme. Quelquefois même on a besoin 
de la valeur numérique que prend le développement pour des 
valeurs particulières des données. 

Dans certains cas qui font l'objet de cette étude, on peut 
trouver, par de simples identifications, la valeur en termes 
finis de quelques développements trigonométriques. En sortp 
qu'en remplaçant les données par les valeurs assignées, on 
peut avoir la valeur numérique de la suite. J'ai déduit la som- 
mation comme conséquence d'une identité; ce point de vue 

m'a paru intéressant en ce qu'il donne, d'une manière uniforme, 
la sommation de toute une variété de séries trigonométriques 

par le seul changement que l'on fait subir à la fonction arbi- 
traire qui figure dans l'identité. 
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Dans cette ^tnde, qui est en quelque sorte un complément 
(le quelciues aperçus que j'ai donnés (1), j'ai démontré tout 
d'abord deux identités fondamentales dans la sommation des 
séries que j'ai examinées. La première de ces identités se déduit 
de la Formule de Fourier ou plutôt de celle de Lagrange sur 
le dévelopi)ement d'une fonction périodique impaire en série 
de sinus ayant leurs i)ériodes sous-multiples de la sienne. 
Dans le premier membre de ces identités, figure une série 
trigonométrique. Le second membre est une expression en 
termes finis, qui est par suite la limite de la série. Les deux 
membres contiennent une fonction arbitraire, ce qui m'a 
permis, dans les chapitres suivants, en particularisant cette 
fonction, d'obtenir la sommation d'une variété de séries trigo- 
nométriques. 

J'ai montré ensuite comment on peut modifier les identités 
en prenant d'autres relations aux dérivées partielles que celle 
qui m'a servi de point de départ et j'ai obtenu de nouvelles 
séries intéressantes. C'est comme cas particulier de l'une d'elles 
que j'ai trouvé une série nouvelle pouvant servir à définir le 
nombre ^. Cette série ^ a fait l'objet d'une précédente publica- 
tion, je n'y reviendrai pas ici. 

Ces séries que j'ai, en partie, rencontrées en étudiant une 
question de i)hysique mathématique, se présentent quelque- 
fois en analyse. Buler a indiqué la sommation de deux suites 
numériques, qui en sont des cas particuliers. 

J'ai placé à la fin de cette étude un mémento de quelques 
séries et la valeur de quelques suites numériques qui s'en 
déduisent. Dans certaines applications, il pourra être utile de 
le consulter. 

Je dois avouer, en terminant, que si ce travail me paraît 
contenir la sommation de plusieurs séries nouvelles, conduisant 
parfois à des calculs fort laborieux, il contient aus^i bien des 



(1) Annales de V Ecole normale swprieure, t. XVII, pages 343 à 358. 
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résultats déjà connus, et que j'ai reproduits parce qu'ils sont 
venus d'eux-mêmes se ranger à leur place, comme conséquence 
de la méthode suivie. Je pouvais craindre, en les reproduisant, 
d'enlever à ce modeste travail son côté original, mais ayant 
pris la question à un autre point de vue et m'étant laissé 
guider par l'imagination, la manière, quelquefois intuitive, de 
trouver ces résultats diffère assez souvent des méthodes géné- 
ralement employées. 

Les questions examinées de points de vue différents s'éclai- 
rent souvent davantage et ainsi l'esprit se familiarise avec 
diverses méthodes qui pourront l'aider à résoudre des diffi- 
cultés nouvelles. 



Paris, avril igoS, 



ESSAI 

SUR 



La Sommation de qaelqaes Séries Trigonométritues 



INTRODUCTION 

m 

Les séries que nous examinerons ici rentrent dans Tune des formes : 

A = flo + ^1 ^i*^ ^ + ^2 s^^ 2 ^ + • • • -H «« sin n 6 + . . . 
B = bo -\- b^ cos 6-1-62 ^^^ 2 ff -H ... + &» cos w 6 -|- . . . 

Les coelïicients dans ces ^développements étant tous ou de même 
signe ou alternativement positifs et négatifs. 

On démontre facilement qu'une pareille série est convergente lors- 
que les coefficients vont en décroissant en valeur absolue et que la 
limite de Un ou bn est nulle. 

Nous nous servirons dans les diverses transformations de calcul 
des théorèmes bien connus qui donnent les conditions suffisantes 
d'intégration ou de différentiation des séries et que nous nous con- 
tenterons d'énoncer. 



Th. /. -— Si une série est uniformément convergente dans un inter- 
çalle donné ah, c'est-à-direest telle qu'on peut, quelle que soit la valeur 
de la variable comprise dans V intervalle, prendre n assez grand pour 
que 1er este de la série puisse être rendu plus petit qu'un nombre « choisi 
à V avance et si les termes de la série sont desfonctions intégrables dans 
V intervalle. On obtiendra V intégrale de cette série en intégrant chaque 
terme, La série intégrale sera encore uniformément convergente, 

Th, II, — Si une série 

<y[x) = f,'[x)^f^{x)^ 4-/„^(a,.)4- ... 

est uniformément convergente dans un intervalle, et si de plus les 
fonctions fx (x), /i' (x) ... fn (x) sont continues dans cet intervalle, 
la série convergente 

s(x) = f\ (X) + /i (a?) -4- . . . -4- /„ (a^) + . . . 

admet dans cet intervalle une dérivée qui est représentée par a(x). 

En particulier, comme conséquence de ces théorèmes, si Ton consi- 

, . '^ siQ nô * , 

dère la série >^ — - — , cette série est uniformément convergente 
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dans rintervalle de — w à «, si p ^ i , car le reste est moindre, quel 
que soit compris dans Tintervalle, que 

1 1 

+ — — r:. + . . ■ 



qui est le reste d'une série convergente et qui peut, par suite, être 
rendu plus petit que toute quantité donnée. 

Il s'ensuit que Ton pourra intégrer ces séries. 
Le raisonnement tombe en défaut si /) = i . 
Ainsi si Ton considère la série 

X sin 0? sin 2 a? sin 3 x 

2 ~ "T~""~2~+ ""3 ••' 

Cette série n'est pas uniformément convergente entre — u et + «. 

Néanmoins nous admettrons dans ce cas particulier qu'on obtient 
l'intégrale de la série en intégrant chaque terme. 

Le résultat auquel on arrive après avoir déterminé la constante 
d'intégration 

X* __ TC* ces X ces 2a? cos 3 a? 
T~Ï2 F" 2* 32~ "^ '" 

est encore exact, (i) 



CHAPITRE I 

Démonstration de deux Identités fondamentales, 

I. Considérons une fonction z de deux variables xeijy développée 
en série trigonométrique à double entrée 

^^ ^^ i "K X j Tty 

z = ^ v^. A,, sin sin *'-— où a?, y, a ei b 

-^■^ '^■" ■'a 

sont des longueurs, i, J des nombres entiers, i, h, 3... et A, y un 
coefficient que nous déterminerons par la condition que la fonction z 
considérée satisfasse à une équation différentielle. 

Sans nous préoccuper ici de la signification physique de cette rela- 
tion différentielle, prenons : 

(i) Traité d'Analyse, M. AppeUjSoS, pages ai4-ai5. 
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où K désigne une constante et p une fonction donnée, mais arbitraire, 
de X et de y, bien déterminée à l'intérieur du rectangle de dimensions 
a et 6 contruit sur les axes des coordonnées. 

Pour déterminer le coefficient A y écrivons que la fonction z satis- 
fait à l'équation (i), nous aurons : 



i j ^ ^ 

Conformément à la méthode de Fourier, multiplions les deux mem- 
bres par sin dx et intégrons les deux membres entre les limites 

o eia. L'intégrale qui figure sous le signe 2 2 dans le premier mem- 
bre, abstraction laite des coefficients, est : 



a a 





SIM siii — ^ dx 



elle est nulle pour m différent de / et a pour valeur - lorsque m = i. 

En sorte que la somme double du premier membre devient une 
somme simple et l'on a : 

J o 

Si nous multiplions les deux membres par sin -t~ dy et si nous 

intégrons entre les limites o et 6, le même raisonnement nous conduit 
à la relation : 

o o 

qui nous donne pour A^y l'expression : 

V ~ ab ^'* -«^ 2' 



A.. = — ; TTi TTT-ir j I p s\n siQ — r- dx dy, 

o o 






Gela étant, prenons pour z le développement en série simple : 



z = >£. Yj sm 
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où Y,, est fonction seulement de y. Cherchons à déterminer Y,, de façon 
qae cette expression de z satisfasse à Téquation (i) nous aurons : 

et si Ton multiplie les deux membres par sin dx et qu'on intè- 
gre entre les limites o et a, on a pour déterminer Y., Téquation diffé- 
rentielle linéaire du quatrième ordre, à coefficients constants, avec 
second membre : 



(2) 



y ' ^^l^i Y." -h a^ Y. =, / r; sin — ^ dx. 



o 



en posant * = — . 

Si Ton désigne par 9. (y) une intégrale particulière de Téquation 
précédente avec second membre, l'intégrale générale sera 

Y = <P. (y) + A . sh ay + B. eh ay + y (G. sh «y + D. ch ay) 

où les sh, ch désignent les sinus et cosinus hyperboliques et 
A.^ B-, C-, D. quatre constantes arbitraires. 

Considérons la fonction Y^ . défmie par le développement 



Y,, = y A. sin q^ 



j 
où A., a la valeur indiquée ci-dessus. 

La fonction Y^. satisfait quelle que soit la fonction p à r équation 
(2) qui définit Y.. 
En exprimant ce fait nous avons en effet : 

Xi A. Il* I "1 + n I s^iri — r- = — f p sin dx. 

j 

Si, conformément à la méthode de Fourier, on multiplie les deux mem- 

/î 11 1/ 
bres par sin — r— dy et qu'on intègre de o à é, on est conduit à la va- 
leur de A., que nous avons déjà trouvée. 
Mais remplaçons dans Tégalité précédente A., par cette valeur, 

nous aurons la première des identités dont nous nous servirons plus 
loin. 

On a après simplification : 
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(i) 



^^ sin — r— / j p sm sin —r— ax dy ='^ j p sm ax\ 



Nous particulariserons la fonction p et nous serons conduits par 
cette identité à des développements intéressants. 

2. Les fonctions Y. et Y, . satisfont à la même équation différentielle 

mais sont en général différentes. ^ 

Cherchons à déterminer, si cela est possible, les constantes arbitrai- 
res A^, Bj., Cj., D^ de Y^. pour que cette fonction soit identique à Y^. . 

Nous reconnaissons immédiatement, par sa définition même que Y^^ 

satisfait aux conditions : 

Y. . =: -y-— = pour y = o eX y = b. 
* dy^ 

Ecrivons donc que Y. satisfait à ces mêmes conditions initiales. 

Gela nous fournira quatre équations permettant de déterminer les 
quatre contantes A^, B^., C^, D-. 

Nous allons voir que dans ces conditions la fonction Y. est identi 

que à Y,j. Nous avons, en effet, puisque ces deux fonctions satisfont à 

la même équation (2), les relations 

/a 
ii: X 
p sin dx, 





a 

X 



dx. 



Y,f - 2 a« Y," + «* Y... = 1^ f psin'— 

o 

En retranchant membre à membre et posant 

nous avons pour déterminer Z l'équation différentielle, sans second 
membre 

dont l'intégrale générale est 

Z =z X sh oLy +b ch ay + y [C shay -\- D ch ay) 

A, B, G, D, étant quatre constantes arbitraires que nous allons 
déterminer. D'après la détermination des constantes de Y^. 

Y . = Y.* = pour y = et y z= b. 
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Donc Z et Z*" sont nuls simultanément soit pour y =: o, soit pour 
y = b. Ces quatre conditions vont nous permettre de voir que les 
constantes A, B, G, D sont nulles. 

En effet les conditions Z = o, Z" = o pour y = o donnent 

B = C = 0. 

Les conditions Z = o, Z' = o pour y =^ b donnent, pour déterminer 
A et D, le système de deux équations linéaires et homogènes 

Ash ctb + b \) ch ab = 
A 3i sh a6 + D (2 sh a6 + 6a ch a6) = 

dont le déterminant des coefficients est a sh^aé, par conséquent difTc- 
rent de zéro. Il est donc nécessaire que 

A = D = 0. 

Donc Z est identiquement nul et l'on peut conclure que Y^. est identi- 
que à Yjj.. 

La démonstration précédente s'applique encore si au lieu de pren- 
dre Téquation différentielle (i) pour déterminer A,^ ou Y. on prend 

comme nous le ferons dans les chapitres suivants, soit 

r—T -1- T— T = Kp soit V 9 V ^ + T1 = Kp. etc.. 
dx* dy* ^ dx^ dy^ à y* '^ 

3. Détermination des constantes arbitraires. — En explicitant les 
conditions 

Y. = o Y." = pour 1/ = et y = 6 
qui déterminent les valeurs de A., B-, C^., D.nous avons les équations : 

cp. (0) + B. = 9,*^ (0) + B. a* + 2 c . a = 

9. (b) 4- A. sh oLb + B. ch a6 + 6 (C. sh a6 -f l) . ch ab) = o 

<p.» (5) + a« (A. sh oib 4- B. ch a6) + 2a (G^ ch a6 4- D. sh a6) 

4- 6a« (G. sh «6 4- D. ch «6) = o. 

Des deux premières on tire : 

B,- = - 9i (0) Ci = - ^ [^i" (^) - «• ^i W] • 

En remplaçant dans les deux autres B., C^. par ces valeurs et rédui* 
sant, on a pour déterminer A,, et D,. les équations : 
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Ai sh a6 + D, 6 eh a6 = ~ 9,- (b) + 9^ (0) ch a6 + 



r- sh «6 9i" (0) — a* Çi (0) = mj. 



A. a' sh oLb + D. (2 « sh «6 -+- 6 a* ch a6) = — 9 * (6) + 9*^. (0) ch «6 
^ _ 1. sh «6 a* 9i (0) - 9/' (0) = Wi, 

OÙ en désignant par m. et n. les seconds membres de ces équations. 
On a 

A . sh a6 4- ï) 6 ch u6 = m., 

A. a* sh a!? + D. (2a sh a6 + 6 a* ch a6) = U., 

d'où on tire facilement : 

n. — a* m. m. (2 a sh a6 + 6 a* ch ab) — bn. ch «6 
D . —- ^ f ^ . ^2= * i 

* 2 a sh «6 ' * 2 a sh« a6 

En développant ces calculs et posant pour abréger l'écriture 

^. (Z) = 9; (Z) - a« 9. (z), 

on peut écrire : 

^. (0) ch «6 - ^ . (6) 



D 



2 a sh a6 



^» == s"ra h <^^ '^^ ""^ - *^ <^^] -^ 27ira [^» (^) '^ «^ "" ** H* 

Ce sont là les formules qui, dans chaque cas où la fonction 9. (y) 
sera déterminée, nous fourniront les valeurs des constantes. On a 
donc en supposant A,» B,» G-, D-, ainsi déterminés : 



,_ jf> y 



9.(1/)+ A.shai/+B.chaV-Hl/(G.8ha2/ + D. chay)= ^ A^. sin 

J 

ou en remplaçant A. par sa valeur 
(II) 9. (y) -h A. sh ay -f- B. ch «y + y (G. sh ay + D . ch ay) 

= ^^— 7ÎÎ JiT-*^ J p,,n-^sm-^dxdy 

qtii est la deuxième identité que nous nous proposions d'établir* 
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Des relations (I) et (II) nous déduirons des développements en 
série en particularisant la fonction p. Cette fonction étant arbitraire 
nous aurons des développements qui offriront une certaine variété. 
Toutefois le choix de la fonction p doit être tel que Ton puisse effec- 
tuer les quadratures qui figurent dans les identités (I) et (II). Une 
autre indétermination provient du choix de la relation diiiérentielle 
à laquelle doit satisfaire la fonction z, 

CHAPITRE II 

Application de V Identité (I). — Sommation de quelques séries. 

4. Reprenons Tidentité (I) à laquelle nous sommes arrivés : 

J O O» 



Si Ton suppose/) fonction linéaire de y par ex. : /> = Ay, en remar- 
quant que 

\y sin — jp dy=i (—0 y 



I 



i ir 



et en substituant on a 

sin — r — sin — r~ sin — r- 

ny , r» u h ij_i 

2i = '*'"T — ^ + — 3— ... + (-i)^+ -7— + ••• 

on en posant pour abréger -7^ = s on a 

z sin 2 sin Iz sin 3s j -^ + ^ ^^^ J^ 

2~T"'~ 'ir' + ^F" ••• +(-^) "T""^*" 

qui est le développement de s en série trigonométrique. Ceci devait 
être car on vo^; facilement que l'identité (I) n est pas autre chose que 
la série de Fourier. 

En effet p étant une fonction seulement de y, on peut diviser les 
deux membres par 



et on a 



. i TZ X' 

sin ax 

a 

o 

* 

^ sm -y- J jp sm -^ dy. 



- p = ^ sm 
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Cas ou p est une fonction entière de y. — Considérons mainte- 
nant le cas où /> est une fonction entière de // : 

y = m 

Je prends une fonction impaire, j'examinerai ensuite le cas où p est 
une fonction paire. Nous serons conduits à des développements en 
séries un peu différents : 



b b 

P sin «^-^ cly deviendra ^ «2, + i V '* "^ ' 






q = o 



ou en posant 



H^^f y''siai^dy, 



l'intégrale ci-dessus sera une fonction ^ (b) définie par : 

q :=m 
g = o 

L'identité (I) devient dans ce cas : 

^^ q = m 

5. Calcul des intégrales définies H . — Montrons tout d'abord 

comment on peut calculer les intégrales que nous avons désignées 
par H^. 
L'intégration par parties donne : 

o o 







De même 

.6 



J„ = j y cos -^ c/2/ = [j;; y sm -^J -nj-J y sm— rf?/, 

o 
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Ou encore : 



^/-. iV + l ^ 



H. = (- 



y— + ''* y- J.«-i, 



Jm — "" ^ 7Z H^-i. 



Ce sont les formules de récurrence. 
On a 

H, =(-1) +^ — 



Ji = 



i^ir^ 



(pourj impair seulement) car J^ est nul pour j pair. 
On peut écrire : 



=-i 



1 + {- iy 



J j' «»■ 



Nous allons d'abord chercher à exprimer H„, en fonction de H et 
de Jj qui viennent d'ôtre calculés. 
On a les formules : 



«3 



J « 



1 



h = 






H,» = 6"*"^ Hi + w •:^ J 



'm 



J 



TT '«"1 



J2 =— 2 



J3 = 



b 
2— Hi 

-3- H2 



in = — H 



J'^ 



H 



n-l 



Le calcul direct permet de reconnaître que les intégrales H et J 

se divisent chacune en deux catégories suivant que/> et q sont pairs 
ou impairs. 

Occupons-nous des intégrales H . On a en posant -r- = a (X est du 

JTZ 

premier degré en b). 

l\^ = bU, +2xJ^ 

H3 = 6* H, - 2. 3 i^ U, 

Hj = 63H, - 3.4X26Hi — 2. 3.4x3 J^ 

H5 = 6<H, - 5.4x2 b' Hi + 2. 3. 4. 5x^ H, 
H« :=r l!>^ H, - 5. G A^ 6MI1 +3.4.5.6XHH^ -h 1. 2.3t 4. 5. 6x» J^ 

H, = b'h, - G. 7. X^ 6* Hi + 4. 0. 6.7.X4 b* H, ~ 2. 3. 4. 5. 6. 7. X« H, 



ki 
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Et ainsi de suite. On aperçoit la loi de formation des H^ et des 
H 

Nous remarquons en effet, que Hg est un polynôme homogène de 

degré de 2 p — i en 6 et X par suite en &, dont tou« les coefficients 

sauf le dernier contiennent Hj. Mettons ce terme en Ji à part, il a 

pour coefficients 2/>!. Les coefficients numériques pour les autres ter- 

2»! 
mes sont ; — 7-7-7, n étant l'exposant de b dans le terme considéré. 

(n + 1)! 

Quant aux signes, en faisant abstraction du terme en J, et supposant 
les H ordonnées suivant les puissances décroissantes de é, ils sont 
alternativement positifs et négatifs, le premier étant toujours positif. 
Les signes des coefficients du terme en J^ sont alternés quand on 
passe de Hg à Hg^ , g» Clés considérations qui sont évidentes pour 
p =. I, /> = i, p = 3.. . vont nous permettre, en supposant la loi vraie 
pour/), d'écrire la formule : 

Nous pouvons démontrer que cette loi est générale en montrant 
qu'on a 

formule obtenue en changeant/) en/) + i. En effet si l'on multiplie 
la première par (2/) + i) (ap + 2) X* et qu'on ajoute à la seconde on a 

(t) (2p + i) (2p + 2) l' H,^ + Hg^ ^ 2 = b^P + 'h, 

q=s:p 4. 1 

car le signe ^ peut se dédoubler en 

g = 1 q =p -^ l 

Or la relation (i) résulte des formules de récurrence. 

Si en effet on y suppose m = 2p -f 2, /i = 2/) -f- i on a 

en lemplaçant on a la relation (i^ ci-dessus. Ce qui établit que la for^ 
mule trouvée pour Hg^ est générale. 
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Pareillement on établirait la formule qui donne Hg , i. 

En la supposant vraie pour p et démontrant qu'elle est vraie pour 
p + 1. On aurait à montrer pour cela que 

(2p + 2) (2p -h 3) X^ H,^ ^ j + H,^^ + 3 = 6^'' ^ 'h, 

relation qui résulte encore des formules de récurrence. 
Transformons maintenant les formules qui donnent Hg et H^ , , 

pour leur donner une expression qui nous sera utile par la suite. 
Remplaçons dans U^^ . ^^ H^ par la valeur calculée ainsi que > on a 



^2q ^i{p-g)_._ 



,2p 1.2p.. .2q + 2 



ou 



Un)2{p-q) -- (jnfP-^^ 

par suite 

,2p4-2 ^=^ 2^ + 1 

^'' ' q = o 

Si nous considérons le développement limité qui se trouve sous le 
signe ^ nous reconnaissons qu'il peut s'écrire 

9= p 2v + 1 



(2^ + 1)! 

qsso 



en posant n =;> -{-J + i,Jn = x. 

Or ceci est le développement de ( — i)" sin x suivant les puissances 
de X, limité au terme en x^^' + ^- Désignons par le symbole [sin x]^^ _^ ^ 

le développement de sin x limité au terme en x^^ "^ \ Alors, avec ces 
notations, Hg ■ 1 s'écrit ; 






^2/> + 2 
(/tt)^^"^*»- J2p4^ 

Un calcul semblable conduit à l'expression de Hg : 
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De môme on a 

.2/) -f 1 
J =:(^ \f-^'^ -^^2v\ — 

(J 'f^J { L J 2p 

Ce sont les formules qui nous permettront de calculer H^ et J^. 
Faisons dans ces formules, pour simplifier l'écriture, le change- 

gement de variable ^ = s. 

Elles deviennent : 

o •/ f 



2p + l 



2P 



2/)— 1 
o J ( 2/)J 

Nous pouvons nous servir de ces formules pour établir des déve- 
loppements en série. Si dans la première on faitp = o on a 

J zsmjzdz— j-^ jn = 

O 

ou 






o 

Or, si on considère la fonction - développée en série trigonométri- 



que : 



2 

- = A| sin z + Ag sin 2 z + ... + A . sin j 2 + ... 



Si Ton multiplie les deux membres par sihjz. £f 2: et si Ton intègre 
de o à ^ on a 
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^sinjzdz par suite A. = (— l/ -r 



On a donc en donnant kj les valeurs entières i, 2, 3... 
z . sin2 2 sin3z sia 43 j^isin/z 



Développement connu, que nous retrouvons ici pour la vérification 
des formules établies. 
De même si dans la troisième intégrale on fait /) = i on a 



et par suite 



Z* ces jf s rf s = (— iy — 
- I T cos jz dz = 



j* 



2« 

Si on considère la fonction — développée en série trigonométrique 

22* 

— = Aq + A| ces 2 + Ag ces 2 2 + A3 ces 3 2 -f • . . 



on a 



V 



2 r''2* 

^•=ij 4C0SJ2rf2= ., 



(- i/ 



d'où 



2^ ces 2 COS 2 2 COS 3 2 



Pour déterminer A^ on peut multiplier les deux membres par d z 
et intégrer de o à î^, on a Aq = 7^, d'où le développement connu : 



2^ «* COS 2 COS 2 2 COS 3 2 

De môme si dans la quatrième intégrale nous faisons /> = o nous 
aurons : 

j SC0Sj2rf2 = - ifl4-(- l/"^^] 

o 

Or considérons le développement 
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î = Ao + A| cos : + Aj cos 2 : -|- ... A . cos j z + . . 
on a 

O 

ce qui conduit au développement : 

r 

r = A. - 

4 



^ = Ao-^ (âTÎjTTÎï '''^ ^^•' + ^> - 



7 = O 



Pour déterminer la constante A^ multiplions les deux membres par 
d z et intégrons de o à i^ on a 



1C« 



d'où 



Ao-g- 



— = COS 3 + -- COS 3 S + — cos 5 3 -f- 



En considérant la deuxième intégrale pour p = i on a 

o 

Or si on prend 

s* = Al sin 2 + Aj sin 2 s -1;^ . . . + A . sin .; s + . . 



on a 

.TC 



On est ainsi conduit, en donnant ày les valeurs i, 2, 3, , à la for- 
mule : 

^ 8/sinz . sin3z . \ . « /sin z sin 2s . sin 3 « \ 

-=_.^_+__ + ...j+2.(^_^ 2-+^---; 

ou en remplaçant la deuxième série par sa valeur à 

sin s sin 3 z sin 5 z ir z (ir — z) 

"ïr"H 33 I gi h ... — ^3 

résultat connu. 
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Nous avons ainsi, pour la vérification des calculs, retrouvé cer- 
tains résultats]connus en donnant îi p des valeurs particulières. 
6. Cela posé, l'expression de 



*, {») 



p •=. m 

1 

p ^1 o 



a H 

2p + 1 2/) + 1 



devient 



p = »i 



*><"= 2, «.,+.!-'>''"'"<^'' + '>' 



1 



p Z= O 



Nous avons par suite la valeur de 



Ci '^) 



2^-f 2 



I sin .; TT I 

L Jap -f 1 



2 



^, (6) sin if-! 



a 



Dans les deux membres de l'identité (!)'(§ 4) égalons le coefficient de 

2p + r 
Or le coefficient de «g , j dans l'expression précédente sera 



(- 



l)P + ^2p+l)!^ 



2p 4-2 



2p + 2 






+ (- 



p (j ^) 



2p + l 



(2p + 






Or, dans le second membre de l'identité (I)' le coefficient de «2 n + i 

est - y^ ^ ~^ ^, Nous avons donc la relation 

2 ^ 



/ iNP + 1 2p + 2 

( - ^ ^2p + 1 



(239 + 1)12 6^'' + ^ 



-^77+2^'^- 3! "^ 5! ••• 



J J 



+ ( 



i2i> + l 






Posons pour simplifier l'écriture 



2p + 



_TÇ_y 



z = 



la relation précédente devient 
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4-(- 1)»»-:! .s, 



ou 



/«N ^ *^ • ^^ V z'— n^ J! s 

Cette formule de récurrence permet de calculer les suites §20 4- 1 
quand on connaît les suites précédentes. * 

Nous avons vu que Si = f . 

Si Ton fait dans la relation (a), p = i , on obtient S^ 

S - '^^ - - JL ... 

De même en faisant p = 2, on a 



= '^ ^5 "" rr S3 + rr ^i 



2. 0! ^ 3! •* ' 5! 

d'où on tire la valeur de S5 

11^ Z . n* Z ir2 s3 2^ 7 «< 7C« Z^ , Z" 



2. 5! '2.313! 2. 3! 3! ^ 2. 5! 3! 5! 2. 3! 3! '2.5! 

et ainsi de suite, de proche en proche, on aurait l'expression de S, p , ^ . 

7. Expression de Sg , j. — En faisant dans l'identité (a) successive- 
ment p = o, p = 1.,. p =zp, nous obtenons le système de p + i équa- 
tions linéaires à p + i inconnues S^, S3... Sg^ii : 

= ^ ^3 — Tî ^1 



2.3! ' 3! 



lï Z* _ lï 



3 „5 



= ^ S5 - -7 S3 + rr Si 



2. 5! ^ 3! ^ • 51 



2.(2p + 0! ■" '^ + ' 31 2|>-i^^-+' *> (27+T7! *• 



■V^^^iV 



— 26 — 



Le déterminant des coefficients des inconnues se réduit à la diago- 
nale principale et a pour valeur it^ "^ \ 

En appliquant la règle de Cramer pour la résolution on tire finale- 



ment : 



S (-) 

2/) + l 



1 

2tiP 



31 
5! 





ir 

37 



. 











.3 



" >•>••••• 1/ 



' -3! 
5! 



(^\)Pn^J' +^-4)^-',^'^' 



— 1 



(2p + i)! 



(2p-i)! 



(2p + I)! 



C'est l'expression de Sg , j à l'aide d'un déterminant d'ordre 

/> + I. Si le déterminant est d'ordre y on prend pour, sa formation, les 
q premières lignes et les y — i premières colonnes, la y"»« colonne 
est constituée par la colonne en z du déterminant précédent. En fai- 
sant p = o, p = 1, /)=2... dans cette formule générale, nous avons 
les valeurs de Sj, Sa, Sg... déjà trouvées précédemment. 

Cette formule montre que Sg , j est un polynôme impair en z, 

complet de degré 2 p + i, les coefficients de 5, z^, z^,., z'^^'^^ sont 
les déterminants mineurs du déterminant précédent relatifs aux 
éléments de la première, deuxième,., p + i^*™® ligne dans la 
p+ i'^™« colonne. 

On peut, à laide des formules précédentes, obtenir la valeur de 
quelques suites numériques qui se présentent assez fréquemment. 

Si l'on remplace z oar - dans S„ ^^] , on aura sous forme de déter- 

minant la valeur de la suite : 

1 



l 



2p + l 



|2p 



+ 1 + g2;, + l ^2;> + l + ••• 



et pour p = o, /) = I, /> = 2, p = 3, on a 

VV "" 32 "~ 13 "■ 33 "^ 53 - 73 "•" • • • 
^ \2/ "~ lo36~ 4*"" 3'*"'"55~'7^"^ *" 
' V V 184320 1'^ 3' 5' 7'"^'** 

et ainsi de suite. 
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Remarque. — On obtiendrait la valeur de la série : 

sin j 3 



S' 



1 



2P+1 .^fP + ^ 



en changeant zenn-^z dans S, , ^ Les séries S étant définies dans 
rintervalle — tc à ir, les séries S' le seront dans Tintervalle de o à air. 



On voit immédiatement que S(-J=S'Ï-). 



8. Calcul de ^2,1 par intégrations successives. — Nous allons 
retrouver l'expression de S^ , ^ d'une façon diflférente. Si nous con- 
sidérons en effet : 






en intégrant deux fois de suite et remarquant que la constante d'in- 
tégration est nulle à la deuxième intégration qu'on effectue on a 



*3 



«3 2-., 3, 



2(_,/+^!iîLil=S3. 



En intégrant par suite 2 p fois successivement Sj et ajoutant les 
constantes d'intégration a,, «3... «3^4.1 à ciiaque intégration de 

rang impair que l'on effectue on aura évidemment : 

a^ est ici égal à -. 

On voit ainsi que Sg 1 1 est représentée par un polynôme impair 

de degré ap + i enz. 
Ce qui précède montre qu'entre deux séries S2., ■ i» Sg j nous 

avons la relation différentielle : 

Cette relation rappelle celle qui existe entre les polynômes de 
M. Leauté (i). 



(I) Voir Nouvelles Annales de Mathématiques ^ année 1897, page a65. Note de 
M. Paul Appell. 
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Cherchons la relation qu'il y a entre les constantes d'intégration 
^27; 4-1' ^2p- !•••' ^i ®* ^®^ nombres de Bernoulli. Ces relations nous 
permettront de calculer ces nombres en fonction des constantes que 
nous déterminerons directement. 

Remarquons tout d'abord que les polynômes Sg , 1 sont définis par 

un développement en série dans l'intervalle — n et n. 

Pour avoir la valeur du polynôme pour une valeur de z comprise 
entre — tt et tt il suffit de substituer dans chaque terme de la série 
cette valeur de 5^. Il n'en est pas de même pour les valeurs qui limi- 
tent l'intervalle. On démontre que la valeur que prend la fonction 
est la moyenne arithmétique 



^S(-7r) + S(«)^. 



Dans le cas qui nous occupe S ( — tt) et S (tt) sont nuls, il en est de 
même de la moyenne arithmétique. Il nous arrivera par la suite de 
ne pas parler de la moyenne arithmétique mais seulement de la 
valeur aux limites qui dans le cas que nous examinons est la même. 

Cela posé, si nous considérons 

^ • I 1 sinjz 

J •' 

En diflérentiant et faisant dans le résultat s = o nous avons 

i^ \ i 1 

S;> -f 1 — "jt;; - ^ + 32^ — ^2p + • • • 

D'autre part en désignant par B les nombres de Bernoulli on sait 
que l'on a la relation : 






2p\ 
D'où en retranchant 

.2/>-l tp 



^P - /^P + o'^i> "^ o2p+ '•• 



2 



- 1 ^2p 1 r i l 1 1 



Et en remplaçant la série qui figure dans le second membre par sa 
valeur on a la relation : 






(I) «o „ L 1 = -^ T— ; — ^p- 



C'est la relation qui existe entre les constantes d'intégration et les 
nombres de Bernoulli. 
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Signalons ici une -formule qui résulte en quelque sorte de ce qui 
précède. Cette formule que j'ai rencontrée (i) seulement après avoir 
terminé cette étude m'a permis, en cherchant sa démonstration, de 
vérifier les résultats que j'avais obtenus par des calculs bien laborieux. 

Si nous posons 

— * il — * 

9 1« 2^ 3^ ' 2 

nous aurons : 



Par suite Sg i j pourra s'écrire : 



.,.-j^.j+i^,^ ... +(_,/ 



(2p-f-i)l 



z^P+\ 



D'où la formule en question : 



1 

>=1 



(- 



y + 1 



sm j z 



g=/> 






— .W 2p-2q 2g+l 



(2 9 + 1)! 



9. Expression sous forme de déterminant des constantes «2 4. i- — 
Si l'on considère l'expression de Sg . ^ on voit que «oo-f-i ®s* le coef- 
ficient de s, c'est donc le mineur relatif à l'élément de la p + i'^"^« 
colonne et de la première ligne du déterminant qui représente l'expres- 
sion de Sg , 1 on a donc : 



%+! = 



(-0 



^ + 2 



2t^ 



1l3 

F! 
5! 

7! 






7r 

71 ri 
3? 

6 



71 



01 







TC 



71*^ 

3! 







.0 



M 



^^^f-\'p-^' (-if^+^u' 



(2p— 1)1 



3! 



En faisant dans cette formule p = 1, /> = 2, p = 3, etc., on a les 
valeurs de «3, a^, a-!, etc., coefficients de 3: dans S3, Sg, S^, etc., on 
trouve : 



(i) Njrt Tidsskrift for Matémaiik, B., n« 4» ï^99> article de M. Niels Nielsem 
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a. = 



7 7r* 
3T5I 



a, = 



31 71 



La relation (i) peut nous permettre de calculer les nombres B . 
Comme application calculons B^, B^, B3, etc., on déduit : 



(O 



2p! 



a. 



^P "" (2^^- 1 _ i) ^2p '^2/) + l 



en faisant p = 1, p = *2, /> = 3, etc., et remplaçant ^3, «5, a^, 

parles valeurs calculées ci-dessus, on trouve : 

On trouverait de même : 

5 R__691 7 _3617 

Ces nombres ont été introduits par Jacques Bernoulli. Euler a 
montré qu'ils jouent un rôle important dans plusieurs questions 
d*analyse notamment dans la sommation des séries. Les dii^-sept pre- 
miers ont été calculés par lui d'après une formule qui permet d'obte- 
nir l'un d'eux quand on connaît tous ceux qui précèdent. M. J.-C. 
Adams a calculé les soixante*deux premiers {Journal de Crelle, 
t. LXXXV, p. '269). Ces nombres satisfont à diverses relations qui ont 
été l'objet de nombreuses études de MM. Catalan, C. Paige, E. Gésaro, 
etc. Parmi ces relations, citons : 

égalité symbolique où les exposants doivent être remplacés, après 
développement, par des indices. 

Et la forme qu'a indiquée Glaisher dans « The Messengers of 
Mathematics » (Londres et Cambridge, 1876) : 



o 



«;, = (-*) 



,/»+! 



2p\ 



2! 






1 


1 


1 


3! 


21 


i 


4 


1 


4! 


3! 


2! 



o 







(2p+ 1)! 2p! ^2p — 1)! 

où Bp est exprimé à l'aide d'un déterminant A d'ordre 2/>. 
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Nous pouvons déduire de ce qui précède uae autre expression de 
B dans laquelle le déterminant qui y figure soit d'ordre moitié, 
c'est-à-dire d'ordre p. 

En effet, remplaçons dans l'égalité (1)' a^p_^i par l'expression trou- 
vée on a : 



B — 






5"l 







TV 



3! 















(__ i)i' n^P^^ 



(-1) 



»— 1 2p — 1 8 



p 



(2î> + 1)! 

Ce dernier déterminant A' est seulement d'ordre p. Le nombre B 

est indépendant de t, le déterminant A' est homogène et de degré 3 p 
en -K. Puisque le résultat et indépendant de ir, nous proposerons au 
lecteur de vérifier, par la transformation des déterminants que B 
peut s'écrire : 



B = 



{^\)P + '-<ip\ 



(22 



P-1-4 



) 



3! 
5] 







3! 



.. . . 



. . . . 







(- i)^ (- 1) 



p-i 



(- 1)^" + ^ 



(•^J> + 1)! (2î>~l)l 



3! 



Si on fait successivement dans la formule précédente /) = i, 2, 3, 
on retrouve les nombres : 

i 1 1 

Bj = - B» = — B, = 7- etc 

* 6 * 30 ^42 

Remarque, — 11 résulte de la comparaison des deux expressions 
de B que Ton a l'identité suivante entre deux déterminants dont l'un 

est d'ordre double de celui de l'autre : 



A = 



2r'''0 -2'''-') 



A. 



Relation intéressante qu'on pourrait se proposer de démontrer 
directement, en appliquant les règles sur la transformation des déter- 
minants. (Question que j'ai proposée dans V Intermédiaire des Mathé- 
maticiens, mai, 1901). 



/ 



— ag- 
io. Sommation de la série 



\^ , . , , cos /s 



^2/i + 2 

Nous avons vu (§ 6) que la suite S2»4-j ®^* ^^^® ^^^ sommes précé- 
dentes par la relation : 

Multiplions les deux membres par dz et intégrons en ajoutant une 
constante a^ à déterminer, nous aurons, en remarquant que l'inté- 
grale de S^ . 1 à une constante près est — ^2» + 2 • 

2.(2p + 2)! - "^o - ^ ^2 ;, 4- 2 -^- 3! ^2 /. - 5Ï ^2 p - 2 + • • • 

(P) + tli) !Lj — ^3. 

Conformément à la métliode adoptée en pareil cas, pour détermi- 
ner la constante a^ multiplions les deux membres par dz qX intégrons 

de o à TT nous aurons : 



.P + 2 2^4-3 



lîC 



^o = 2.(2p + 3)! car rintégrale J ^2^^^ 



est nulle puisque ce sont des séries de sinus qui sont nuls aux limites. 
Nous avons donc la relation entre les g^ ^ : 

£ q 
t iN/>4-2 2w + 2 , .\P4-2 20+3 , 

2. (2p + 2)! ~" 2. (2j> + 3)! ^ ''2;> + 2 "^ 3I "^^p 

5-1^2^-2+ •••+ (27+1)1 — "^^ 

qui est une formule de récurrence permettant de connaître g^ quand 
on connaît les sommes précédentes. 

Si dans cette formule on fait successivement p =0, i, 2, 3... /> Ton 
a le système de p + 1 équations : 
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n 



•î 



ttS 



2 2! 2. 3! 



= TT (yj 



TT 



"4 
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TT S^ 



TT' 



2 6' 2. 7 ' 



! 



TT" 

3! * ^ 



^ ~ (2p+l)! ^« + '-""''%+2 



2. (2p + 2) ! 



2.{2p + 3)! 



qui fefa conûaitre les p + î inconimes (fj, ©4... tfgp-i-g* 

En remat*quant que le déterminant des coefficients des incounnes 
est ( — i)^ "^ ^ tt'' "^ et appliquant la règle de Cramer on a : 



0) 



(T (-) 
2^4-2 



2 7t^ 



TT 

3! 



o! 



o 

TT 

3"! 



(/ •••>• c^'a 



. 



7r 



TT^ 




2* 


3I 




2! 


~ 5"! 


+ 


4! 


TT* 




a« 


7! 


^^^^ 


6! 



(2p + l)! 



(_i)^+V+^ (— ii^'+V'^"* 



■ • • • t 



(2p + 3)! 



.i^^JHka»->^i^ -^ MM 



(2;? + 2)î 



Si le déterminant est d'ordre y + i on prend pour sa formation 
les y 4- I premières lignes et les q premières colonnes, la y + i»^"® 
colonne étant formée par la dernière colonne du déterminant pré- 
cédent. Cette colonne figure donc dans tous les déterminants que 
Ton a à former, en sorte que si le déterminant est d'ordre 1 il se 



réduit à l'élément -y — — . 



Remarque. — On anrait pu déduire (^^p^^ l'expression de Sg , j 
par différentiation on a : 



dS 



2p-^l 



•2P 



dz 



i 

2^^ 



7C 

3T 

?! 





n 

3! 



... * 
.... 



2! 



TT .... -r- 

4! 




(^p+ 1)! 



(2^7- I)! 



2j>! 



Il est facile de voir, en mettant n en facteur dans la première 
colonne et retranchant de la dernière, que ce déterminant d'ordre 



34 — 



p + I se ramène à un déterminant d'ordre p donné par l'expression 
de c. 



'2p' 



l 



'fp- 2,P-1 



7r3 
El 





ff 

3! 











aT ""2! 

- — +- 



5! 



^)/>-l//>-i 



(_ t)P + ^;r'^' 



4! 

•s 

6! 



(_^)P-\-i ^P 



i'ip — I)! {2p + 0'. •2;7! ( 

Cette formule générale nous montre que ^2p4-2 ^^^ ^^ polynôme 
pair en Zi cela devait être puisque c'est la valeur d'unq série en cosi- 
nus. On démontrerait comme on l'a déjà fait § (8) pour : 



2i^ '^ fp-\-i 



que l'on a 

y =00 



1 



(-IH+' 



ces J z 



'/=P+ 1 



^y'4-2 ^^ (;,^)| 



ComYne nous l'avons vu pour Sg^ , ^ les polynômes c^p (^) satisfont 
à la relation différentielle : 



d^ 1, 



2/' +2 _ 



— ff^ 



cl z-^ ^P 

11. Applications. — Dansla formule (i) faisons/) =0, le déterminant 

est alors du premier ordre et égal à — — ^ on a donc : 



2! 



1 /7r' sî\ 
^■^ '^ - 2 V3! ~ ÏÏ J 



ou encore 7 = r; - '^î (2) formule qui n'est autre chose que le déve- 
loppement de — en série : 



s* 



77* 

r2 



cos z cos 2 s ces 3 z 



Nous obtiendrons de même en faisant p 



+ ... + (- i) 



./ cos 7 



•/« 



y 



<T4 



w = 



27r 



7r3 



I : 



2« 

2T 



TT* 3* 
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ou en développant et réduisant : 



2 



^ ^ ^-^ ~"3!o! 2.2131 2. 4! 



De même, en faisant p = 2, on obtient : 



1 



/ 4_l rosi Z 31 7r« 7 TT* . tt 



4 -6 



/ 3! 7! 2. 3! 5!^ "*" 2. 3! 4!" 2. 6! 



et ainsi de suite. 

Nous pouvons aussi à l'aide de la formule (i) retrouver la valeur 
de suites numériques importantes. 

Faisons 5: = o et « ~ tt en remarquant que le développement est 
valable de — tt à ^^ . Pour Tune des limites de l'intervalle la valeur est 

= T (tt) on a donc : 



- /^<y(— 7r) + a(7r)Y Or ici (7(— 7r) = ^(7r) 



i i_ |_ (- \y'^^. 



111 t 

. C |> -t- i • ^* « -+- i - ,. i /; -t- 4 



2p + 2 "• — ^2y> + 2 +.^2/. ft? + ,^2;;+ 2 ••' + 2j,-{-2 + * 



ou en ajoutant on obtient : 



Les valeurs en termes liais de ces suites s'obtiennent en replaçant 
s paro ou tt dans le déterminant de la formule (i). 
En particulier pour /> = o on a : 



/T' 



_ 1 il 11 



<^»fo)- -rr-- ^«~,>* + :^-4^ + ^:, . .•• 



TT^ 1 1 1 1 1 

- ^2(7r) zzr - z:. - + - + - + - + - + .. 

D*où : 

S'.- J (T, (0) - a, (r)) = ~ .= i + i-f j;^ + 

De même pour p ^=. i : 

""^'^^ 3! o! ■" 1^ 2* "^ 3» . 4* 



77 



< 1 I I I 



'^^'"^""■wD = ? + 2^^ r^-^4ï + 



~ 3G 

D'où : 



_ TT» _ I I I 



be même pourp = n : 



D'où: 



- ''fl v^) — 3 , - 1 — ^0 + 2» ;*« "^ 48 "^ 



* " 060 *^ i« "^ 3« o« "^ 7'' "^ 



• • • 4 



• • • • 



Remarquons ea eflet que dès que Ton connaît S,^ on peut déduire 
S",, on a 

\ \ \ ^, I 1 ! 

G -:: L. 1 L S' :rr — -1 I 4-... 



or S^ peut s'écrire : 



1 




+ 


1 




+ 


• • < 


1 i 




c'est-à-dire : 












K = s'„ 


"7- 


d'où : 










S' 


m 


r-0 

0"» 



) 



Nous n'insisterons pas davantage sur les suites numériques que 
l'on peut déduire en donnant à 2; et à p des valeurs particulières et 
nous prierons le lecteur désireux d'avoir de plus amples renseigne- 
ments de vouloir bien se rapporter au Traité de Lacroix, tome III, 
1819 ; Traité élémentaire des Séries, de Eugène Catalan ; aux Tables 
de Formules, du D*" Laska, page 3o et 100; Comptes-rendus de 
1889, pages 934-935 où M. Markoff détermine la valeur de la suite 
numérique : 

73 + 2^ + ^ + = l,2020b69 



qui se trouve d'ailleurs indiquée dans le Traité de Lacroix. 
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Les sommes 

^ < < 

S =:-H 1 h 

ont été calculées avec seize décimales d'abord par Ëuler jusqu'à Sie, 
puis par Legendre jusqu'à 835, et enfin avec trente-deux décimales 
par Stieltjes (i) jusqu'à S70. 

La valeur de la suite S», c'est'à-dii^ de la fonction ; (n) de Riemann 
est donnée dans le cas où n est pair et égal à su. par la formule. 

2 s = '-^ B|x 

« 2(1! 

(B|A désignant les nombres de BemoulU.) 

On ne connaît pas de formule analogue dans le cas où n est impair. 
12. Cas ou la fonction p est paire enjy. — Considérons maintenant 
le cas où la fonction/) est donnée par 

g ^ m 



^ = 2 "*»"''• 



V = o 



Tout d'abord si Ton suppose«^ = o, c'est-à-dire p constant, l'iden- 
tité (I) 



.a ^h 



J^^^^'T^J J /'sm ^8in~5- rfxe/y=^j p^m^dx 

J o o o 

conduit au développement 

TV sin z sin3s sin 5 s ny 

4= -r + "T~'^~5~'^ oùronaposé -y = 2- 

développement qui est valable entre o et n, les limites exceptées. 
Si maintenant nous prenons 



9= m 



P -• ^ S^ y^ ^ l'identité (I) devient 



g ^^m 



(i'j 



I2%''^'=2*,w««"^-? 



«= 1 



(i) Acta Mathématica, t. X, 1887, P* 3oo-3oa. 



'^«û 

en posant 

g z-z m 



^ = 1 



où K^q désigne l'intégrale définie : 

J y sin -y dy 

o 

qui, comme nous Tavons vu, a pour expression : 

(j ^) i L }2q ) 

Dans les deux membres de Tidentité (!) égalons les coefficients 

de a^q. 

Le coefficient de a^ „ dans le second membre sera : 



2h. sia^:^ 



2? 

J 

ou 



(_,),2,iç;^ 5_L_,i„^:iL^+ y^^i^h-^- +^- 



(_i)«/^7r'^l . i^y\ 

-—^ sin —7— > 



+ + î^ '-^, sin 



on en posant comme on Ta fait précédemment : 

. j ny 

J ^ 
ce coefficient s*écrira : 



+ ( 



2a! J 
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Le coefficient de a^ dans le premier membre sera - 7/'' on a doûc 
la relation 



-(- 1) 



Q ^ ^ ' y 

2.2^1 6** 



1 * I»* • '^y 

ou en posant pour abréger 1 écriture — r— = a; on a 



^y? sin j Z *îr« • n* _L/i^''^c 

29 
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que l'on peut écrire 



^/^^ ^ 2p! ^ '^^ 2.2^1 



p=zo 

Cette relation permettra de calculer la suite 

siD j z 



1 



.2^4-1 



car les sommes Sj . ^ ont été déjà calculées précédemment (§ 7). 
En particulier si on fait ^ = 2 on a : 

^ sin j z _ nz^ c . ^* c ^* c 

-M "1^ - rrr "■ ^* "^ il ^^ ■" 4i ^* 



J ^ 



Bu remplaçant S5, S3, S, par les yaleurs trouvées 

Si — ^, S3 - ^-jj ^ - âTTî ^ ' * ■" 3IT! ^ "" 2. 3! 31 "^ 2n 



On a 



^^ sin j z z' 1 ^ ^* TT* 2^ ;r* z 

J 
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81 on y fait z :=^on obtient la valeur de la suite numérique : 



P»r5 



153() 15 3**^55 :» 



On peut prendre les dérivées des deux membres et obtenir les 
suites : 



et de même 



1 



-^ / ~~2.3!""2.2!'^1T 



CO&yz Z* TTZ^ TT^Z^ Tri 

+ 



M / i.4P2.3! 2.3!"*"3!l5 



2 



ces y; z* TZZ 7r2 

y^ ~272T""27'^3l 



J 

qui conduisent aux sommes numériques que nous avons déjà trouvées. 
i3. — Valeur explicite des séries : 



Nous avons 



"V sin jz ^ coujz 



.,2? 






iQ ^ 



-2? 

D'autre part, entre les S^^^^ on a établi la relation 



5! ^f^-^ • (2p-|- 1)! 

/ \P + - 2/i + l 



qui nous donne les équations : 



2. [Hp -h ijl 



•• 0| •...• »..., , - ^V 

nz^ 



^^ o . ^ ^ ^ t3 



- JT Si ^- ^ S3 . 



2 3' 



Ti ^* "" 3T ^3 "^ "" ^s 



H Z 

2. 5! 



2. (2p 4- 1) ! 



fi^Tï)!-^>+ +-s.,^i - ";:.„:?,. 
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système de p + i équations linéaires permettant de faire connaître 
Si, S3... S., , j qu'il faudra ensuite remplacer dans le second membre 

de (i). Gela revient à éliminer Si, Sg... Sg.i entre lesp + 2 équations, 

savoir : les p H- i équations (a) et Téquation (i). 
Le résultat de Télimination peut s'écrire en posant 



~ ^ v'/^ + l 



FI 
( t f « • 





r 

"■3T 

• • t f • 



\J ••■••Vflafa** \J 



7r 



-3 



/> 



n 



/i 







2. 3! 






!••*•» 



(-,)" + %*"+'(- l)"-^^-"-' 



>2p+ I)! 



(-1)"-'" 



(- 1 )"-'.-" 



I - 



2. (i/?+ 1)! 



— 



D'où en décomposant en une somme de deux déterminants et remar- 
quant que le coelïicient de X se réduit à ir^^"*"^ on a 



2 



sin 7 z 



2 7r^ 



71 

"" 3» 

5"! "■ 



ll3 
3"! 
















.3 

3! 

-5 

5! 



7; 



(2p+<)! 



Ce déterminant est d'ordre/) 4- 2. 

La dernière ligne et la dernière colonne du déterminant précédent 
entrent toujours dans la formation du déterminant. 
Application. — Pour/) = i on aura un déterminant d'ordre 3. 



2 



smj: 



i3 



2« 



ir 







ou 



TCZ 



ttS 




S3 


31 


TT 


3! 


ir« 




s* 


2! 


i 


-Y 


s 


ic« S 





2. 3! 2. 21 
résultat que nous avons déjà trouvé. 



3! 
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On déduit aussi, eu prenant Li dérivée des deux membres de la 

V^ sin.;3 . 
relation qui donne ^ 727" 



+ 1 






în** 



7C 







31 


ic , ,, 


5! 3! 




(-il''7r'^+^" 









3« 



2! 

4! 



7C 



2p! 



2 pi 

(2p- 4)1 



qui est un déterminant d'ordre p -h 2, en y faisant z^=^o et dévelop- 
pant suivant les éléments de la dernière colonne, on a la valeur de la 
suite numérique 



i 



1 



i 



i 



^^"^2 ^^''"3^''^ 



J 



à Taide d'un déterminant 



lit' 



d'ordre p + i, 

14. — Sommation des séries : 

y =00 y =00 

'^ sin"/z '^ cos'^s _ 

^ 1{^2' ^ 727+2 et autres analogues. 

Nous pouvons à l'aide des résultats précédents arriver à la somma- 
tion de quelques séries un peu différentes où la ligne trigonométrique 
est élevée à une puissance. 

Nous avons trouvé en effet § (8) et (i3) : 



n=r 00 



1 

n=I 



(-0 -rrri^Az) 



n 



^p + 



f{z) étant un polynôme impair de 



degré 2/) H- i et 



n=soo 



2 

n= 1 



sinn z 



n 



9 {z) étant encore un polynôme de 



degré 2/) -|- 1 mais contenant un terme en « ^ . 

En i^tranchant la première de ces égalités de la seconde, nous 
avons : 



sin22 I ,^j"£f_ _i sin6z 



= 2'^[<P(z)-/-(2)] 
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en intégrant les deux membres et remaniuant que pour r = o le pre- 
mier membre est nul, on a : 



sin*2 sin*^^ , sin* :\z 

+ -T — r-^ H — » ■ » -r 



_•>?/' 



^27> + 2 .^2;>+2 32/>-f-2 

en posant, pour abréger récriture, 



[<Ï>(2J-F(3)I 



/ <p(z)rf3=<ï>^z)=: 



1 
2^ 



TT 



... 



TT 

3! 



r 7r . , . 



TT' 



ôl 



3T--" 



>r3 

'4! 
6! 



(-1) 



(-1) 



TT 



îp + 1 



(2p+l)! 



TT 



Ht)^+^-^ 



2/,-f-2 



(2p + 2)l 

2p-f-l 



2p! 



/ 



/•(z)rfz=F(z) = 



27r^ 



3! 



5! 



... 



n . .. .0 






(-») 

2 
"^4! 

f! 

6! 



p 



(2p+l)! 



2p + l 



7r3 



(-1) (2/j-hl)!-~3T^ *^ 



p + 2 Z 



2p-\-2 



(2^+2;! 

Le premier de ces déterminants est d'ordre /) + a, le second d'or- 
dre /) + 1- Nous avons donc la formule : 



n:=z <X) 



(I) 



2 

n=l 



sin'^wz 



n 



2/> + 2 



= 2^^ [<î> (s) — F (z) ] qui est valable pour les 



valeurs de z comprises entre o et tu. 



TV 



En remplaçant z par - — z, on déduit, 
cos*z sin'^25 cos*33 . sin*4z 



|2i)-f2 ^2p + 2 32/^ + 2 



, sin'4z _o2/>r /TT \ /tt \1 



ou encore : 



(2) 



^ sin* ni-- — zl _. . . ._ 

S^M='"Ki-)-Ki-')] 



En combinant par soustraction les formules (i) et (2) on arrive à 
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n =: X 



« 2'7^=^"1Kj-)-*<='^^'='-<?-)] 



n'-= i 



OÙ Al' prend les valeurs impaires i, 3, 5 

De même en remplaçant dans celte dernière az par 2; on a : 



n'ssGC 



,3, 22^=-^1K^)-*G)-Kî)-C-?)] 

n' s, 1 

TT 

En remplaçant dans cette égalités par - — x nous avons encore une 
nouvelle formule. 

Si nous appliquons ces formules à des cas particuliers en y faisant 
p = o, p = I nous retrouvons les formules suivantes, dont la plupart 
ont été signalées par M. J. Graindorge dans un mémoire inséré au 
Journal de Mathématiques pures et appliquées^ a® série, tome XV III, 
1873, p. 129. 

Pour/> = o les formules (i), (a), (a'), (3), (4) donnent la sommation 
des cinq séries suivantes : 

sin'z sin^2^ sin* 3^ z 

H 1 f- =-(« — z) 

jt 2* 3* '^ 



>b*5 . sin*23 CCS* 3z sin* 4s i /ic^ \ 

=i(:-)- 

=îa-) 



C0S23 COS«5 coslOs 
1* ^ 3^ ^ 5^ ^ 



ces z cos33 cosbs 

1 L ^ 

1« 3« .V 

s"rî s s*n3 3 sinHz _'** 

~T* 3^ "52 ~T 

Et pour/>= I nous avons la sommation des séries, 

sia*5 sin*2s sin*3af s}, 

— +-ir- + ^r-+ =-(«-^)' 

QO%*z sin'2s 008^33 sii:i»4z 1 /%* \^ 

-7r-+-2r- + -ir-+-ir =6VT~V 

cos2z cos62 . coslOz . w*- «a* ^ 

-?-^-T- + -¥-+ =%— ÎT^'"-*'> 

C0S2f , C0S3jS CCS 02 . ic* «S*,o « V 

-n- + -F-^ -HT- + =9i-i8^^"'^'>- 

sin r sin3z . sin 02 «s,^ , , ,, 

— : « — : h fc..,.. = — 3ii* — 4z') 

1* 3* 3* y6^ ' 
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ces formules subsistent pour z compris entre o et u. Les trois der- 
niers sont en défaut pour 2; = ic. 

-^ , « , sinz sin33 sin5i5 nz 

Delaformple -p- _^-__ =_ 

on déduit 

r X^ "T" ces «3 

--^(-i) — T- n' = l,3.5, 



n 
si Ton change z en aa; et si Ton remarque que 

cos2w'3 = 2cos*n'* — 1 on a 

4 .^^ n .^^ n 

ou en remplaçant ^ (— ^) -r par sa valeur - 

"^ , .,2 C0S«n'3 « 

on a : > (— t) 7— = r 

Pareillement en changeant dans cette dernière « en - — s, 

"^ , «^"T" sillons 'ï 
ona: > (- i) ^ = 7' 



n= X 



_ _ _ . 'V^ sm nz 

De même en se servant de la suite > g , ^ et remarquant que 

H=:zoo n = QO 

la dérivée de > ^^ , ^ peut s écrire — > ^ _|_^ on voit que si 

n = i n =s 1 

Ton remplace dans la première z par az et qu'on change le signe on 
aura la dérivée de la suite dont nous voulons effectuer la sommation. 



w rr 00 

On a donc > ""27+2 = ^0 - / ^ (2-) dz, 



nsl 



n = Qo 



La constante a^ a pour valeur ^ ^ _^^ . Ces constantes ont été 



n si 

calculées (§ i3), nous savons que 



— IG 



M = « #.4-1 



n 



^i' 



2i: 



P 



H= 1 



7^ n 



TT ... (» 



i; 



(-«) 



/> ic 



5! 3! 

2/.+ 1 



r^ it . . . 






ir 



pic 



2p! 



déterminant d'ordre p-^ i. 



Application, — Nous avons vu que ^ — =r — > ^ "" ~ "" 



2 



I 7r« 

"7= rrr , il vient par suite : 



n r= X 



2 

«= 1 
n = 00 



0O^- ?? 3 r- 3 , 



ir 



ros'ns r.^ 3'^ 



n^ 



yo • ''^ ^' 



N2 



C0S*n3 __ 7r6 z^^nZ^ ic'Z* _n*Z- 
n« ""945 45 Ts ~Ï8"~~licr 



On peut encore généraliser ces recherches et se proposer de cal- 
culer la valeur de la série. 



71=: 00 



2 



srn ' HZ 



n 



2p4-l 



Nous n'étudierons pas ici ce cas général, nous nous bornerons à 
signaler le résultat pour p = i. 



V !i£!iif=i!(3._4.) 



/r 



11= i 



La démonstration de cette form: de, repose sur ce que la dérivée 



de 



sin^ n z 



^ f • 



peut s écrire : 



3 2>in2«3C05»3 3sin»5sin2u3 .. , ,, . , , 

* , . ou encore par suite la dérivée de 

la fonction cherchée sera en appliquant les formules de transforma- 
tion d'un produit de lignes trigonométriques, en une somme : 
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cos2:; cos3- 



n= 1 

par suite en intégrant on a le résultat annoncé. 

Cette formule a lieu pour les valeurs de z comprises entre o et tt ; 
elle est en défaut pour z = Tt. 

On trouverait de même : 



n = 00 






71= l 









yt< 90 G 3 

ns 1 



Ces derniers résultats sont signalés dans l'intéressant mémoire de 
J. Graindorge déjà cité. 

Remarque. — On aurait pu passer sans intégration, comme nous 
Tavons fait pour pour établir la formule (i), de la somme 



n = 00 « = X 



""^^ cosnz ^^ SHMIZ 

^ — 2^" à la somme ^^ — jj;~ en se servant de l'égalité 



n = 1 n = 1 



sin*nz 1 cos22 
- 2p =717-7-2? et par suite : 






n = 1 ?t = 1 »J = 1 



2/> 



en faisant /)=i, /) = 2....0n retrouve ainsi les résultats déjà obtenus. 
De môme à l'aide de la relation : 

cos*n^ 1 ros2nz . ,, . , 

= — 7Z -h JT" on arrive a 1 expression de 



'^ ces ' n 
la somme ^ 2? 



2P 0^27. • j,^^2/, 

ces* n 



n"" "In"'' 2 H 

n =r QO 



»t _ 1 



Ces divers procédés ne sont pas essentiellement différents mais il 
paraissait utile de les signaler, comme vérification des résultats. 
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CHAPITRE JII 

Application de la deuxième identité. -^ Sommation 

de quelques 'séries. 

i5. Considérons maintenant la seconde des identités que noas 
ayons établies dans le premier chapitre : 

(II) 9,. {y) 4- A . sh û»y + B, ch «y + î/ (C . sh ay + n. ch «y) 



. jTzy 



^^^ ^ à ce i ^ X j'Ky 



dxdy. 



Dans laquelle les constantes Ap B. , C., D. , ont les valeurs déjà 
déterminées : 



B..= -,.,0). C,= --[,. (0)-«.,..(0)], D,=^_^-5-^ 

où l'on a posé 4^. (2?) = <pJ (z) — a« <p. (z) 

9. (z) désignant une intégrale particulière de Téquation 

Y(*) _ 2 a» y;' + „^ y, = ^ J^ ,in i^ dx. 

O 

Cela étant, particularisons la fonction arbitraire p. 

î^ Supposons tout d'abord que la fonction p soit constante. — Alorsi 
l'intégrale particulière 9^. est une constante 

et les valeurs de A^ , B^. , C . , D,. deviennent 

4Kp — cha6)(6a«— .2asha6) 
» aa*» 2 a sa* «6 

_ 4Kp _4Kp a ^ _ 4Kp a'(l — cha 6) 

» a a^ » a a^ 2 » aaS 2a sh a6 

par suite le premier -membre de l'identité (II) peut s'écrire : 
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4K/?( ri— Cha6)(6a2 — Sashaft) fa 

■^r^ 2^^^ï;^b Shay^chay + V[-Sha2/ 

«Mi— cha6) ^ 1) 
2a sh a6 ^J j 

Gela posé, calculons le second membre et remarquons pour cela que 
p étant une constante, les intégrales sont nulles pour i et J pairs et 

2a 26 
égales à r^ . ^ pour i et J impairs, seules valeurs que Ton consi- 

«/ 

dérera. Nous les désignerons par i' et/ et alors le second membre sera 
représenté par la série 

16Ky V ■ ^^" b 
„6 X. — Tpi — yTTTi En identifiant, supprimant les 



facteurs communs et posant pour abréger l'écriture : 

— = m» -r = 3. On a : 
a ' b 

"^ sin/z « L . (1 — chm7c)(mi:--2shm7c) , 

.^ v/ . . ••gv»» ^: — :ii H ^rn .shmz — chmz 



, rnz / 1 — chmir ^ \ 

-f— - I shms H ; chmz ) 

2 \ shmw / 



De cette formule générale on peut, en particularisant la variable Zy 
obtenir des suites numériques intéressantes. Si on fait s =-• on a : 



1 TC r 7C 

H — ■ = - — : X—chm- 

5 (m* -ho»)* 4mH 2 



(1 — eh mu) (mir — 2 sh mw) , 

H ^TT"^ shm 

2 sh2 mit 

Dans cette dernière foimule on peut prendre pour m des valeurs I 

arbitraires, entières, fractionnaires ou môme incommensurables. \ 

1° Si on fait m = i on a : J 

n — l j 

i t i - . ( .rr- 1 

l(i+l-^/ 3(1+3V"^5(1 +5^* "^^ ^ n(4+w«)*"^'" 

z=- 1 2sh'n-f iich7:)sh-H ; — ch-r 

4 1 sh'^1-^ 2 2shit 2j 



Cette fiérie est rapidement convergente. 
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Si on remplace les fonctions hyperboliques par leurs valeurs 
approchées en prenant 

ir = 3,141ÎJ9 , sh- = 2,304 ch^ = 2,o09 , shit= 11,546 , chi:=H,589. 

on a pour valeur du second membre, à un millième près, 0,^467. 

C'est une valeur approchée de la suite. 

1 
Si on considère, en effet, le i®*" terme, on a - ou 0,250000, 

4 
4 

en prenant le a* terme — - ou — 0,003333. 

On obtient justement o, n/^dS, qui est une valeur par défaut. 

L'erreur commise est moindre que ^,, . ,,,. ou 0,0002, moindre que 

^ 5(4 + 5*)* ^ 

que a dix millièmes. 
2^ Si on donne à m la valeur -, on a après simplification : 

1 i l ^i , i 



(1— chl)(l— 2shl) ^1 
-^ 2^hM '^l 

ou en remplaçant les fonctions hyperboliques par des valeurs numé- 
riques approchées, on a : 

n — 1 

7c = a'V(— 1) ^ î 

a est un facteur numérique voisin de 372,4. 

16. CcLs où p est une fonction linéaire en y. — Supposons p = Ay. 
On a pour intégrale particulière 9. l'expression 

^i^'-^^^'H^ et par suite 

R—A r— A .. _ >KAfe g , i 5KA6 2 sh aô + «6 ch «6 
B_0, L.-O, D_-^^2-^, A.= --^^;5 ^^^^ 

et le premier membre de l'identité (II) devient 

cela étant posé, calculons le second membre, on a : 

J J Avsin-^sm^rfa:rfî/ — A / sin-^rfx / ysin'^dy. 



o o 



ou d'après les notations adoptées. A ^^H^ (i étant impair). 



— 51 — 

En remplaçant H^ par sa valeur. On voit immédiatement qae le 
second membre de l'identité (II) est égal à 

8KA6"V (-l)-'''"^ . ji:y 8KA6 

comme nous le ferons par la suite. 



2 



^2|, + 1 ^^^ ^., .,.j 



•^ Va' «^ V 

et — =m,-i7 = i5, on a donc Té^alité 

X^ > ^ sin 2Z = ; — : r-r: sh m^s + — -— — eh mz 

-•■ ^ (Tyjî +i')* * ^ L* ^ ®" ^^'^ 7C 2 Sn WlîC J 

Si on y fait 2 = - on a la valeur de la suite numérique que nous 
venons de trouver. 



4(m2+l«)* 3(m*-f3«)* 5 (m 



-f — - — chm- 
2 an mn ^ J 



le second |n«mbre se présente sous une forme un peu difiPérente 
mais il est facile de vérifier qu'il est le même. Gomme vérification de 
cette formule on peut chercher la limite du second membre lorsque 
m tend vers zéro. Pour cela il est nécessaire de se servir des déve- 
loppements de sh et ch en séries. On arrive ainsi à la fbrmule déjà 
trouvée : 

1 1 1 JL ■ 57r5 

1 » "" 3» "^ 5» "^ 7» "*" ""■ 1 536 

Je rapprocherai de ces suites numériques, celles qui ont été éta- 
blies par Eulèr. 



2- 

>=1 


1 


mit — 
2 m* 


1 


it 




m«+j»~ 


m {fi 


-0 


1 


1C 




ir 




1A V 



plus tard comme conséquence d^une série. 



que nous retrouverons 



'1 



\ 



— 52 — 

De la formule précédente en prenant la dérivée des deux mem- 
bres on a : 

^Ç /-}_i cos jz i V mTCshmit-f-m*7r*chw7c z m'icshm» *] 



En faisant z = o dans les deux membres on a : 



i i 






2 sh* mit — mil sh m'^ — w' w* ch wiTt 
4m*sh2m« 



en particulier pdur m = o on obtient, en cherchant la limite du second 
membre par les développements en série de sh, et ch, la formule : 

— — --{-- — - -j- —_. Traque Tonadéjà trouvée directem^t. 

17. — La fonction p est représentée par un polynôme en y. — 
Pour simplifier cette étude nous supposerons que ce polynôme est un 
polynôme impair en y. 

Considérons d'abord P = «3 1/^ + «i y, 

la solution particulière 9^ {y) de Téquation : 

Y[.^^ - 2a* \] -4- a* Y,. = — (a,, y^ + n^ y\ est un polynôme 
du même degré que/), également impair. 
Si ou pose ?.. (v) = T- ( ^3 y^ 4- 61 ?/ ) , on reconnaît par identification 



que 



63 = --, 6^ = -i+2.3!-^ et par suite on a : 



La fonction 9^. est une fonction linéaire et homogène des coefïicients 
as , tti de la fonction p. 

Le coefficient de «3 dans <p.(y), au facteur — près, est ^ + 2. 3 ! — . 

lir a* a^ 

Si au lieu de prendre pour p l'expression précédente on prenait 
p^a^xf-^a^y^^-a^y on trouverait, par simple identification, pour 

<;oefficient de a., dans ?.(?/), au facteur -r- près; 



J 
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r 

I 

a* + ^ 3! ^ + ^ Tî ^ ^ ^ ^^ prenant pour p 

p = aTy'^'^-a^y^ + a^ y^ + a^y le coefficient de a^ dans 9^ (y) 



sera : 



a'i^ 5! a6^ 3! à» 1 ! a^o 

On voit la loi d'après laquelle se forijaent les coefficients dans la 
fonction 9- (y). Nous démontrerons que cette loi est générale. Admet- 
tons-le pour le moment. 

Donc si on prend pour p l'expression : 

4K 
Le coefficient de agj, i ^ dans 9^. (y) sera, au facteur -r- près, 

a* "^ •(239-i)! ofi ■•■ {239 — 3)1 a» "f" 



que l'on peut écrire : 



1 



et que nous désignerons 



pour abréger par f^^^^ (y). 

p=ip 

4K 'V^ 
Par suite l'expression de 9,. (y) sera -r- > So + i ^2» 4- 1 (v)* 

On a ainsi, incidemment, le moyen d'écrire Vintégrale particulière 
de V équation du 4^^ ordre qui définit Y^. , lorsque le second membre 
est un polynôme impair quelconque. 

Cela étant, nous allons chercher à identifier les coefficients de 
^2 1 1 dans l'un et l'autre membre de l'identité (II). Remarquons que 

dans le cas qui nous occupe ^.{0) et 9'.'(o) sont nuls, par suite il en 
est de même de B. et de C. et le i®' membre se réduit à : 

X % 

6?'.'(»)cha6— ?.(6)(2ash«6 + a'6cha6) oc'ç.(6)— <p''(6) 

'i^y^ + ~ kihî^i ^^°^+ 2.sha6 y'^"^- 



— 54 — 
OU en posant pour abréger l'écriture : 

bchab 2asho64-6a2cha6 *" av * 



M=s— ï:t-ï: » N= .„ ' , , , P = r-:r-T > Q = 



2ash«a6 ' 2ash«a6 ' 2«shaft* """2asha6 

P P 

et remarquant que 0=—, N = a«M + 2- 

on a : 

9.(y) + (M9;'(6)-9.(5)N)8h«i/ + [P9.(6).-Q?;'(6)]ychay. 

4K 
Le coefficient de ^2p4-\ ^^^^ cette expression, au facteur -— près, 

est : 

U2p+ 1 =/2p'!t 1 + [^f^pt 1 - ^f'^^P+ 1] «i^ «V + [p/-2<p\ 1 - Qr2V4^ i] y «t «y- 

en posant : 



^2JP + 1— ^ 



^ (2p + i)! 2/^'^-^* + ^ 



?i (2p-2g + 3)! a^^'^ + ^^ 

Cette expression de Ug , , que nous simplifierons par la suite se 

présente sous la forme d'un polynôme impair en y de degré 2/> + i et 
d'une partie transcendante de la forme 

A sh «y + Bv ch oLy où A et B sont des constantes . 
On aurait Tex pression du i*"^ membre de Fidentité (II) en prenant : 

pszp 



4K X /7 11 



jU =. o 



Cherchons maintenant le coefficient de ag» a. i dans le second mem- 
bre de l'identité (II). 
D'après ce que nous avons vu : 



^»a ^b 



dans l'intégrale / 1 psin ^^^^fT' ^^ ^^ cecoefiicient sera -:- '^2^+1 







en posant comme nous l'avons fait Hg 1 ^ = / y ^' **" ^ sia'^^ ^H 
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Donc le coefficient de ag , i dans le second membre de l'identité (II) 



sera, au facteur -r-r-z près; 



H 



2 (^+^ 






ou en le désignant par Vg , ^ et remplaçant Hg^ _|_ ^ par la valeur déjà 
calculée : 



« 8K b^P+^ 



11 



-,(2p+0! 



TT 



2 



(-0 sm-T- 



:2P + 



Va' 6 V 



2 



(_,y+isinii2i' 



/ ,o+i . J'y 



ou en posant : 



'2/> + 



8K6'^ + ' 



-2 



(-«/ + ^sinqi^ 






Vî,+i=(-i)''— ;;i;qr2(2p+i)![-a,^+i--^»p_i+-«'2,_3— • 



+(-iy 



1C 



«p+1 



(•2p+l)! 



■•] 



En égalant, dans les deux membres de l'identité (II), les coefficients 
de «2p4-i» ^^ ^• 



4K 



^~ ^2 o 4- 1 ~ ^2p + 1 ^^» après suppression du 



lacteur commim -r- , 

ITT 



(-) ".,4-.=("^)''^(2p+;)'^-.,+|%-i+^^p-3-- 



+ (- if 



TZ 



2p+l 



(2p+l)I 



■•] 



qui est une loi de récurrence permettant de calculer les suites ^2p + i 
en fonction des précédentes et par suite en termes finis puisque 
nous avons l'expression de c^. 



-SO- 
IS. — La loi est générale. — Il reste à démontrer que la loi de for- 
mation des coefficients de a^^j^^ dans ^^{y) est générale. Autrement 
dit, que si Ton admet que le coefficient de a^^ _ ^ dans 9^ iy) est repré- 
sente par Texpression 

f {y)_^:=^y q i'^P"^)' y le coefficient de a^^^.! s'obtient 

en changeant p en p + 1 c'est-à-dire a pour expression 



9 ' ,2ç + 2 



2 



^ (2p-2g + 3)! a 

n est facile de vérifier la loi pourp = o, i, a, En la supposant 

vraie jusqu'à ap— i, grâce à l'identité (II), nous avons obtenu la rela- 
tion : 

(i) r?U,^^, = V,^_^ où l'on a posé 



^ (2p-l)l nii^ 

nous allons montrer que Ton a aussi 

4K 1- 

m ^n . ,=V. , , égalité obtenue en chan- 

K^f in 2i»+i 2p+i ° 

géant dans la relation (i) p en p H- 1. 

Simplifions tout d'abord l'expression de Ugp _i . 

Le coefficient de Shay peut s'écrire en tenant compte des relations 
qui existent entre M, N, P, Q : 

op 

— NFgjli- — j- f^^^l^ le coefficient de ychay est PF^^li 



q^p 



i'4*ix=2 



(2p-l)! 6^"-^+^ 



tai(2p-2î + l)! «'«+' 



Donc 

Gela posé, multiplions les deux membres de l'identité (I) par 



f 
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^p(fip + i) dy et intégrons deux fois de suite en ajoutant les cons- 
tantes à chaque intégration. Remarquons toutefois que le second 

membre que nous noterons J Vj j dy sera une suite finie de séries 

2 

en sinus qui sont nulles pour y=:o par suite la deuxième constante 
d'intégration sera nulle. 
Nous avons : 



(2P+1)! y'P-"'+' i 



L î^2p— 2g + l)! a*«+^ a3 ^ (2p-2g-l)! a*« + * J 






+ p > _L£_L^J ^^l-ychay -shay) 

^(2p-2g + l.)I a^«+- V«* «* / 

«^ étant une constante que nous déterminerons. 
D'autre part 



r 6*^+* «K r 



IC» 



^%+i 31*"*^-^ 






^ (2p-l)I 'J 



aux deux membres de l'identité. 



(3) 2p(2p + ot5ju2 irfl/ = 2p(2p + l)/v dy. Ajoutons: 



,^. 2,-1 ^ -V-. V 2p. 



8K 6'^+^ ir'^+' 



qui est égal, d'après la valeur déjà trouvée pour œj, à 

4K 6^^+* /y \ 

Le second membre de l'égalité (3) devient 
qui n'est pas autre chose que V20 • i- 



wM^ 
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4K 
Le premier membre se simplifie et devient, au factenp t— près : 

9 =p «.. o. , o r 9=p+^ 



«* ^ (8p-294-3)I «'«+' L iSi (2P-29H-3)! « '+ 

,2PV^ (2p+i)! 6'^-^+' 1,n .H "y' (2p+t)! b"^'^-^ 

"'JTi (2P-29+J)! «'*+' J -jètcsp-aî+s)! .'«+' 

Gela posé déterminons la constante d'intégration c, pour cela 
remarquons que le second membre de l'égalité (3) s'annulle pour 

y = 6, car c'est une suite finie de séries en sin --i où / est entier. Donc 



le premier membre est nul pour y = &. En exprimant ce fait et rem- 
plaçant N et P par leurs expressions et réduisant les termes on a : 

^0 = ^^+0. ^^-— 



CL ' ' cr 



11 suit que la partie algébrique du i*'' membre de l'égalité (3) peut 
s'écrire 

^ V"' (2^4-1)! y'^-'^+' f (y) 

or ceci est dans 9^ (y) le coefficient de «20+1 ^^ se déduit bien du coeffi- 
cient de ûga-i ®^ changeant p en p + 1 ce qui démontre que la loi 
est générale. 

Cela étant, écrivons d'une manière explicite l'identité 



2g + 2 



+ — 



?£y,J?£±l)L£Z!r +p,chav y JBL 

Cette relation fera connaître ^20 4- 1 connaissant les suites précé- 
dentes. 

Application. — Retrouvons comme vérification la valeur de ci. Si 
on fait p = o on a : 
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<Ti = — ( - — N sh a?/ f ?y ch ay | qui est rexpression 
2a^ \b / 

déjà trouvée. 

Calculons de même a^ , pour cela faisons dans l'identité ci-dessus 
p = i nous aurons : 

L + 2.3!|-sh.y[N(-+3!-)+-.3I-]+p(-+3!-)vch«y 

,6V «^ \ 

= — 2.3!— - I Hffo ; <T. I. 

D'où on déduit en résolvant par rapport à d., et remplaçant a^ par 
sa valeur. 

r y y V'' , Na + 2P P , 1 

'^ L2.3!6a4 53^0 2.3!6?c* ^ 26«a' 26* a«^ ^J 

N et P sont des quantités données. 

19. — Supposons maintenant que la fonction arbitraire p soit une 
fonction sinusoïdale. 

pzzzXsïniy A et X étant des constantes. 

La solution particulière de Téquation 

Y» — 2a2 Y; + a* Y. = -r— sm X y Sera 

K A 4K 

cp(y^ = ■ — - — - sin A y en posant pour abréger K^ = 7- 

et par suite en posant comme précédemment : 

6cha6 _ 2asha6 + 6a*cha6 ^ a* ^ 1 

jl|— ]y — . ..■,■■. p — A — - 

2oish*a6 2ash'a6 2asha6 2asha6 

A, = 9;'(6) M-9,(6) N = -p^J^(X«M + N)sinX6, B, = 

D,. = 9,(6) P-?;'(6) Q= (^.^^,j, (^'Q + P)sinX6, C,=01 
nous avons pour Y. Texpression : 

Y^ = -~— sinXy — (X-MH-N)sinX 

Cherchons maintenant l'expression du second membre de Tiden- 
tité (11), c'est-à-dire : 

on peut écrire en remplaçant p par A sin Xy , 
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sin 






Le calcul de cette intégi*ale définie s'obtient en remplaçant le pro- 
duit des sinus par une diflérence de cosinus et en tenant compte des 
limites ; elle a pour valeur 

T.h sin >6 y^ ^ ^ par suite, 
le second membre de Tidentité (II) sera : 

(-ly^sm — 



2K. A V ^ "^ ""' h 
f^b T^ siiï-kb ^jr; — — d'où 



j 
en identiOant à Y . on a : 



(— i) 7sm— ^ 






2àZ /i' j«\« == 2sinX6(a«+xy «in>y-sinxft[X.M + N]sh«y 

+ sinX6fP+X*Q]ychaî/j 

On aurait pu calculer cette série en décomposant le coefficient de 
sin -T^ en éléments simples. 

20. — Calcul explicite de ^^^ ,^, — Nous venons de trouver une 

loi de récurrence entre ^2p-\-i^ ^2p^\ ^* ^^ permet de connaître 

de proche en proche «Tg , j ^ Mais on peut se proposer de calculer 

(-iy+ sin -5- 
d'une façon explicite <^«„ ■ ,= ^ t^* — rr; 

^ 2p + 1 ^ 2p+i /Il j;;\ • 

on reconnaît facilement que, en intégrant sp fois <r^^ l'on arrive à 

(— 2" ^2 0-4-1 • ^^ ^* ^^ compose d'une partie algébrique et d'une 

partie transcendante. 

Nous avons trouvé en effet : 

11' \y 1 

<^i = ^ k— Nshay + Py chayj 

Calculons l'intégrale de la partie transcendante. 
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1 
L'intégrale 2/>^«"« de shay est "2jshay. 

En observant l'intégrale seconde, quatrième, sixième de yohoLy on 
aperçoit la loi de formation de ces intégrales, elle peut se résumer 
par la formule : 

Pour démontrer que cette loi est générale, intégrons deux fois de 
suite cette expression, nous devons obtenir d'après la loi : 

1 2p-f-2 

(2) '^2^y^^''y—^2^3^^^y' 

i . 2 

Or l'intégrale seconde de y eh ay est — y eh ay — -^ sh ay 

celle de sh ay est — slfay. Par suite l'intégrale seconde de l'expres- 
sion (i) sera 

-^l — ychay sh ay I — -T-rrr — sh «y c est-a-dire, en 

réduisant, nous retrouvons l'expression (2). 
La partie transcendante de ^2p+i ^®^^ donc : 

(-i)^ 2pjp+i\ Pal/chal/-(Na+2pP)shay 

Cela étant, occupons-nous de la partie algébrique. Dans l'intégra- 
tion précédente nous n'avons pas fait intervenir de constantes arbi- 
traires. Ces constantes additives interviennent seulement dans l'inté- 
gration de la partie algébrique. 

Remarquons que les constantes d'intégration à ajouter sont nulles 
de deux en deux car l'intégrale seconde de <^i donne encore une série 
de sinus dont tous lés termes sont nuls pour y^^o. 

Ceci montre que la partie algébrique de ^20+1 ^®^^ ^^ polynôme 
impair de degré ^p-\-i dont les coefficients sont les constantes d'inté- 
. gration que l'on ajoute en partant de ^^ pour arriver, après 2/> inté- 
grations successives, ^ <^2p+i' 

Nous allons voir qu'on peut profiter de l'identité 

4K __ 

pour déterminer les constantes d'intégration et que ces constantes 
sont données par un système d'équations linéaires* 
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En effet, soit : 



H* C 2p — 2 



le résultat de l'intégra tion de la partie algébrique de ^^ en ajoutant 
des contantes c^ c^ ^2p-f i ^® deux en deux intégrations. 

Désignons par le symbole [^2<74-i] ^^ partie algébrique de \^i- 

On a : 

(4) [<r5] = c,y-^'^,y»+j;|-;y^ 

,•.. •••« • 

• c 2» 

L2/>+lJ 2;, 1 ^, ^, 52l>(2p4-i)! 

L*identité (3), en ne considérant que la partie algébrique, peut 
s'écrire symboliquement : 

Î7l"2p+iJ = L\+i J 
mais d'après ce que nous avons vu précédemment § (18). 

Par suite nous avons l'identité. 



2 ^iiîi^^==^"-^^V 



«• 



- (2P-29+3)! a 



+ (-0''^^±ii-'k] 



% + l 



Le premier membre est un polynôme impair de degré apH-i que 
nous pouvons représenter par 
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^ *3 ^2^4-1 étaat des coefficients qu'il est facile de déterminer. On a 

. _ (2y +0T 1 

^a'"^ îTZ^' Si nous remplaçons dans Téealité précé- 

^ (2p — 2g + 3)! a*+^ . » r 

dente les parties algébriques de <^2g-|-i P*^^ ^^^ expressions (4) et si 
nous égalons les coefficients des mêmes puissances de y, nous aurons 
le système de /> -+- 1 équations linéaires pour déterminer les p 4- 1 
inconnues CiCs ^2p + 1 • 

''<^2p-i-3!Sp-3 + +<-^)'"'li=ï)i'^*=%-i 

2p— 3 
^S-3 + +(-*^'^~'(ir37l^i=%-3 



lï» 



^<^3 — ô"l<^l=>^^ 



3 



3! 

6^^+* 2 i 
En posant pour abréger (— 4)^(2p + 1)! ^ , ^ . — = - . 

Le déterminant des coefficients des inconnues se réduit à sa diago- 
nale principale et a, par suite, pour valeur tt^^"'"^ . 

Ces équations montrent qu'une quelconque des constantes d'inté- 
gration est une fonction linéaire de toutes les constantes qui pré- 
cèdent. 

Ainsi ^2p I 1 est une fonction linéaire de Cg ^^ ^2p— 3 ^i- 

Gomme vérification de ces formules nous pouvons calculer les 
valeurs de Cj , Cg qui ont d'ailleurs été déterminées précédemment et 
l'on trouve : 



Ci = 



26 a* 



C 



3 



ic' / 6* 1 \ 

= r; 1 r>. . ; I valeurs qui sont bien 



celles que nous avons déjà trouvées. 

Cela étant, si l'on rassemble la partie algébrique et la partie trans- 
cendante nous pouvons écrire l'expression complète de ^2p4-i* 
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d =c y ^—y^+ +(-0^-1;—^ — -y^^ + 






26 



2p 2p+5 



I Pa.ychay— (Na + 2pP)shaî/ j 



« 

Nohs pouvons à l'aide de cette formule générale l'etrouver les 
valeurs de a^ et de ffg qui ont été déjà calculées. Donnons à p les 
valeurs o et i. 

Pour p = o on a : 

De même si on fait /> = i, on a : 

' L2.3I6«* 63a« 2.3!63a*^ 26«a^ ^ 26*a« ^ ^J 

qVii sont bien les formules déjà trouvées § (18). 



CHAPITRE IV 

Antre identité fondamentale. 

21 . — Considérons maintenant Féquation du 4™® ordre : 

-—r + — r = K» en écrivant que la fonction z 

définie par la série double. 

(1) z= > > A ..sin — ^^^"T" satisfait à réquation 

«■ J « 

on trouve, en appliquant la méthode de Fourier, que A . a pour 
valeur : 

* — I r • ^''^ • j'^î'j J 



4K < r r *^^ 

_- I I tjsjn — 1 



Si nous prenons pour 2 le développement en série simple, 

"^i^ ivx 

(2) z = > Y . sin — nous aurons pour définir 

i 

la fonction Y^ de y Téquation différentielle ordinaire : 



J 
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Yy^H — rYi = — / psm — rfa?. 
a^ a J a 



noas supposerons pour simplifier que p est une fonction de y seule- 

4K iic 

ment. Alors en posant Ki = -r- , a = — nous avons pour définir Y^ l'équa- 
tion. 

(3) yW -{- a* Y,. = K^ p nous remarquons que i doit 

/a 
sin — dx est nul pour i pair, 
a 



Cela posé, déterminons la fonction Y.. 

L'équation caractéristique de Téquation difl(érentielle (3), dépour- 
vue de son second membre, est 

r* + a^ = et a pour racines 



± 



7l(-^+0' "TïC-'') ''=-'' 



par suite l'intégrale de l'équation, privée de son second membre, 
pourra s'écrire : 

«gy/* olv «y \ »ay ." ay «y "> 

I ~ 



«gy/* tty ay_\ loy/ j«y. «y \ 



A-, Bp Gp Dj désignant quatre constantes arbitraires. 



«a y ta y 



Si Ion remplace e ^ , e ^ par leurs valeurs en sinus et en cosinus. 
On pourra écrire : 

*«y/ «y _ay ^ay «y\ 



«y / «y isy. ii^ gy \ 

71 Va, e" ^' + C, «"^^ _ B, e~ ^'' - D, e^'J 



en remarquant que : 



oy 



A.e'^^ =A,chJiL + A,sh "^ 



A-e ^^=r A^ch ^î^— AjSh-^ (les symboles sh, ch désignant 
des sinus et cosinus hyperboliques). On a : 
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en pre^apt de nouvelles constantes arbitraires A, B, CS, Q. Ge|te 
intégrale peut s'écrire : 



ces 



4.fAch^. + Bsh-^:Usin4yCch4. + Dshii^^ et 
\/2V V2 V2y . V2V V2 yJV 



en désignant par ?,■ (^) une intégrale particulière de Téquation (3) 
rintégrale générale aura pour expression : 

Y . = 9 . (y) + cos-ï^y A ch^. + B sh -^. V sin-^^ 

V2\ v/2 \/%J \/%\ V2 V2y 

La fonction z définie par la série sifnple > Y^sin — satisfait à la 

même équation que la fonction z définie par la série double îious la 
condition que A., et Y. aient les valeurs déterminées ci-dessus. 

La fonction z= ^ Y.sin — e^ sa dérivée seconde sont nulles pour 

i 

xzno, x=za. Si on détermine les constantes de Y. pour qu'il en 

soit de même pour y = o, y = 6. Nous avons vu § (a) que, dans ces 
conditions, les deux fonctions z sont identiques et par suite que 



2 



Y.= > A..sm -T- 
tj b 



j 
Ou: 



' abK*^ /i* j*\J J 



C'est ce que devient l'identité (II) utilisée an chapitre précédent. 

22. — Détermination des constantes.— Les valeurs des constantes 
sont déterminées par les quatre équations : 

V,.(O) = <p,(O)+A=0, Y.(6)=<p(6)+ cos-2^/^Aeb-^^-^»^»^-^ 

V2V V2 VV 



ab / ab a6 \ 



+ sin—jzi(Cc}x—r^ + 



Y;'(0}=:cp;'(0)+a2D = 0, Y;;(6)==:ç"(6)-a2sm-^fAsh-^ + Bch-^') 

V2\ V2 V2/ 



-Tr(Gsh-7= + Dch-7^ )= 
V2\ V2 V2y 
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Dans le cas particulier, que nous examinerons, où la fonction p 
est un polynôme impair en y, o^ a : 9. (0)=0, ?^'(0)=0. 

par suite A et D sont nuls. 
Ii«s équatiQBs qui dét^riuinent G et D se simplifient et deviennent 

ab ^ ab ^ . ab , ab 

<p.(6)4-B ces— 7:: sh —7=+ G sin—p:ch -7:1=0 

V2 V2 V2 V2 

n ab db ab ab 

9.(6) — B««sin-7=oh— pi + Ca^cos— Trsh— 7T = 

V2 V2 V2 V2 

En résolvant on a : 

ab «6 ab ab 

— a* ? (6) ces — TTsh —rt: + 9" (6) sin —7= ch 



V^i y /l * v^i y /j 



V2 V2y 






tt!) ab Qib ab 

a2(p (ft)sin-^ch— 7T: + ?'!(^)eos— TiLsh —p 

' V2 V2 * V2 V2 



/ . oib ^ «ô \ 
V V2 V2/ 

et par su^te 

Y.=f .{!/) + BCOS-7T sh — r- + Csin -7:1 ch -rr 
' ' V2 V2 V2 V2 

Avant 4*6x^1^^ ^61* 1^ c^s où p est représenté par un polynôme 
impair en y considérons le cas où la fonction p est constante. 

a3. — Coê où 1(1 fonction p est une constante. — Dans le cas où p 

K V 
est mie constante la fonction ^^{y) est également une; constante -~- 

par si^ite ^"({0)9 ^lib) sont nuls et les valeurs des constantes de Y^ sont 
dans ce cas : 

ab ab ab ab 

9. (0) sh— T-s ch -r-r — <p . (6) cos— 7: sh— 7:: 
'V2V2 V2V2 

D=:0 A = -9.(0) B = 54 r^ 

» ab ab 

sin» — y-r + sh^ 



\/'2 y/ 2 

ab ab ab ab 

9 . (0) sin —rr cos — TT — 9 . (0' sm ' -7:; ch — 7= 

V2 y/ 2 V2 y/ 2 

I mmam - i ■ n» i ■ 

ab ab 

sin^-Tx + sh« -p 
V 2 V 2 



Or 9 (0) = 9 (è) = -^ par suite on a 
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L& y . ab ab 



, aô / , aô ab \ 

Sh — 7-if Ch — r-= — COS — r^ 1 

in —rif COS — r=. — en —p. I 
V2\ V2 V2/ 



+ sin — 7T. ch 



' '^ sm' — T^r -f- sn* — 7= 

V 2 V 2 



a ^ô 



Cela étant calculons A. . .Or f 1 P ^^^ — ^^^h ^^ ^^ ®^* ^^^' 



o o 



à .> ., ^ , i",/ étant les nombres impairs 1, 3, 5 par suite 

En écrivant que Y,, est identique à ^ A. sin-r- etsimplifiant nous 



avons ridentité : 



sin 



a6 /^ «6 ay \ 

sh— 7=( cn-7=— ces— T-r j 



+ sin —TT en 



V^2 V^2 

sm — T-L { eos — 7^ — en — tt: i 

V 2 \ V 2 V 2/ 



V^2 V^2 . 4 «^ . K8 «^ 

V 2 V2 

qui nous donne la sommation d'une série un peu différente de celles 
que nous avons rencontrées jusqu'ici. 

On peut en particulier établir entre a et 6 une relation, prenons , 

6 = a V 2 et on a — :: = in , comme i n'intervient pas dans la question, 

prenons î=i. 
L'expression précédente se simplifie et l'on a : 

,^^ sm —jT- \ 

.^ "~71 ^rT"= T V + ^os — j-=l sh — 7^ —eh — tt ) 

ou en posant encore, pour abréger récriture. 
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a\/2 



= z 



sin/z n ( (chiïshz + shz — chzshi:) 



J 



ni sh(z--«) + shz) 

faisons ^ = ô nous avons: 

.r * * * 1 

LU4 + <*) 3(4 + 3*) ^5(4 + 5*) J 

qui est la série iT que nous avons déjà signalée dans un mémoire précé- 
dent (i)/Toutefois nous Tavons trouvée en la déduisant, non de la 
formule précédente mais de la formule 

V^ . vj+i sinjz TT /z shzV 

^^ ^ J(4+j^) 8V^ shTr/ 

J 

formule que nous allons indiquer plus loin. 

24- — Cas où la fonction arbitraire p est représentée par un poly- 
nôme impair en y, soit a2p+i 1/^^%^ + «iî/. 

Nous choisissons ainsi ce polynôme uniquement pour la simplifi- 
cation des calculs. Nous avons vu que, dans ce cas, ?,(^) étant une 

intég^le particulière de Téquation qui définit Yj Ton a ^.(0) = 0, 
(pj (0) = et par suite A = D = l'expression de Y,- devient donc 

COS— T-= Sh -jr 

(4) Y.=9iy)+ ' ( ?i(6)sm-7=ch— =-a«î>.(6)cos- sh-p ) 

a«( sh'— 7_+sm'— 7- I ▼ y y V 

\ V2 v2y 

s/2 v/2 /,;(,)eos4sh4. + a«.,(6)sia4,ch4,^ 

afsh.^- + sm'-^.V ^' ^' v/2 v/2>^ 

V V2 \/2j 

et l'expression qui doit lui être identique sera : 

+ .(6)sin'^ 
8K V? ^ ^ 

^^^ bi^ 2à YFIS ^"^ ^""^"^^ 

(i) Sur une série servant à défink le nombre tt. (Librairie Groville-Morant, 
ao, rue de la Sorbonne). 



ou 
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I 

H^ désigne J y^%\xi^^d^ 



Les deux expressions (i) et (q) devant être identiques. Cherchons 
dans chacune d'elles le coefficient de «2^+1 • 

8K 
Dans Texpressioq (a) ce coefficient sera, au facteur -^ près, 



2 



^2p+i '^3^y 



Tj — T-^ sin —2 nous ftvotis vu g (5) que 



J a* "^6* 



H2P+1 8t pour valeur 



52p+« 



2 






i* 9*4 

en posant: %+i-2 ,,^, /i^^y^x 

Calculons maintenant le coefficient de «20+1 ^^^^ l'expression de Y^., 
Pour cela calculons préalablement le coefficient de «2/)4-i dans l'inté- 
grale particulière ?,(y). 

Si nous considérons l'équation 

yW + a* Y,. = K'p et si p est une fonction linéaire 
a^y nous aurons une solution particulière 9.(y) = — ^ • 

Si p est un polynôme du 3™« degré «3 y' + «1 y nous àui*ons tttië Sblii- 
tion particulière de l'équation en prenant un polynôme de même 
degré, impair, en y. 

Par identification on trouve que le coefficient de a^ dans la solution 

particulière, abstraction faite du facteur K' est ^ • 

a 

Si au lieu de prendre pour p le polynôme a^ y^ + ^iV on prend 
«5 y^ + «3 !^* + <^i y» Oïl trouve que le coeffleieht dft a^ dans l'iutêg^rale 
particulière est au facteur K' près. 



- 7i - 

fi H I « f 

•^ 14* Si de môme on prend un polynôme 

a* lia 

impair du 7™® ou du 9® degré on trouve que le coefficient de a^ ou de 
«9 dans rintégràlfe particuUèffe, est au facteur K' près 

On aperçoit la loi de formation des coefficients de o,2p4-\ ^^^^ l'î*^" 
tégrale particulière 9j.(y)etnous pouvons écrire pour le coefficient 



q-p 



^^i'=l'-" \''?'i',.,''V;r 

où^ne prend que les valeurs paires o, 2, 4 inférieures ou au plus 

égales \kp 

si en effet Ton fait p = 5 ^2»+ 1 sera a^^ 

le coefficient de on sera dans Tiîitégrale particulière 

IF TT a»"*" 3! à** 

comme il est facile de le voir par un calcul direct, oh a ainsi, inci- 
demment, le moyen d'écrire V intégrale particulière ^-(y) de V équa- 
tion dU /^^^ ordre qui dé finit Y. y lorsque le second membre est un 
polynôme impair quelconque. 

9(v)-K'>a V. .f2 (2P+I)! >/" ''^' 






On peut démontrer comme on Fa déjà fait § (18) que cette loi de for- 
mation des coefficients de 9^(y) est générale. 

Le coefficient de a^p_^i dans 9^' (y) sera par suite : 



^-^^^ ^ 2p-2q-l 

y 



Posons pour abréger récriture : 

sin -7r.cn -7^ ces -7-= sh —rz 

V'I V2 v/2 V2 
M = -— - , N = r— 7 — nous aurons 

Y,. = <p,.(y) + cos-^sh-^^ç,.(6).M-a'<P,(fc)Nj 

«1/ «1/ / /; \ 
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Le coeflîcient de a^ , ^ dans cette expression sera donc au facteur 
Kl près. 



^"71''^(^^^'+'^+"'"^^'-^0 



Par suite en égalant les coefficients de û^n+i ^^^^ ^®s deux mem- 
bres de ridentité (II') § (26) on a, après suppression des facteurs com- 
^ muns ; 



2 



q = o 
q=zp—l 



(2p— 2g+l)! a'+ V2 V2 






9 
g=rp— l î 

— sin-^ch-?!^ 

V2 \/ 









V^ 7 f2»4-lV fe2^-^?+M « 6^^^ 2 

Cette formule résume la loi de récurrence permettant de calculer 
^2q4-i connaissant les sommes précédentes. On démontrerait d'une 

manière identique à celle qui a été employée dans le chapitre précé- 
dent §(i8) que la loi est générale. Ce qui démontre en même temps 
que la loi de formation des coefficients de l'intégrale particulière, 
vérifiée pour jo~i; 2, 3 est générale. 

Application. — Calculons à l'aide de la relation précédente ji et Wg, 
i<>) En faisant p = o nous avons : 

(^i)J-^^ sin-^^ { cos -p sh -p 



1 



^1= X. TTa — TaZ — = — J T-cos— i^bh 



>(^Q "T . ^' ^^-^=+*-5 



sm-y=ch— jz 

cîr, "^y .h «2^ V 2 V^ 

— sm — r=.cii 



^ ^ sm*— T=+sh*— 71 

V2 , V2' 



— 73 — 



Si on pose comme précédemment -t^=z, h=ia\/\ on a après sim- 
plification : 

TT 

qui est la formule d'où nous avons déduit la série ic en faisant 2=' 
De cette relation on déduit facilement en différentiant. 

^( — "; — — = -coss--; — qui pour z=;: 

nous donne : 

X (_^) 2 -jL-~o j = t,3, 5,... cette relation numérique 

se démontre d'ailleurs facilement (i). 

La formule précédente peut être généralisée et en suivant une 
méthode analogue on arriverait à la formule : 

'^ j+i_sin22_ j=_/£ sh£z\ 

J 
où K' est un nombre entier impair. 

Cette formule donne encore pour z=-une série pouvant servir à 
définir le nombre tt. 

■ / 1 \ 4 \ 

\1C4K'*-i-l*j 3(4K'4-f.3*) 5(4K'4-i-o*)^ / 

mais elle est moins rapidement convergente que celle que nous avons 
déjà trouvée, correspondant au cas où K ==i. 

Remarque. — Si Ton considère la fonction de K' définie par 

n — 1 

/'(K')=16K'4^(-1) ^ * 



Cette fonction offre la particularité de devenir égale à la con- 
stante -K pour des valeurs impaires, mais quelconques, de K'. 
2<> En faisant p = i^nous obtenons la relation entre ^i et ^3. 



y 

a 



^+cos-7rsh-7=( M.3! a«N- )— sin— pch-frf N31-+aVM- )= 

X* V2 V2\ a* «V V2 V2\' «* «V 

(1) Intermédiaire des Mathématiciens, — Année 1901, p. 184. 
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D'où dn déduit en remplaçant <ri par ta valeur. 

•(^3= }^~/ - 1--31-C0S— p.sh-7=+3! sin— ~ch-f= 

2.3!aMô \6/ /i* V2 v/2 6* V2 V2 

en posant: T~^' l> = av^2, i=t il vient 



n .. 



Application, — Dans la formule précédente faisons z=--il vient 



ch? 



^(-') * ,,/ • =— r---^ — J n=1.3,b Oronaiden- 

^^ n3(4 + w*) 2.64 16 sh tt 

tiquement : 



n3(4 + n*) n3 4 + n* 



" '^ par suite : 



n — 1 n — l n — 1 

2 n 



2^-*>';?i4b)=2^-'^'i-2^-^^' 



4+n* 

n — 1 



Or oii sàil que ^ ( — 1 ) 1 = t~ P^'* suite : 



"-^ ch:r 



2^1)^ « .-a . 



4-l-w* 4 shr ^ , «" 

8sh- 
D'où la sommation de là suite Numérique : 

n— 1 — 

2 ■ 



/ 1 3 5 7 -^ w \ 

\4-i-l* i-i-3*^4-h5* 4-i-7^^ ^^ ^ .4 + n^ / 



TT 



qui donne le rapport - au sinus hyperbolique cle ~ . Cette formule 
peut être rapprochée de Cfellé qui dotltié le rappOM inverse : 

7r« 1t» 7r« 2 



' 02 Q I • i>4 K I • 06 ■? I ' 



2^3! ' 2*.5! ' 2«. 7! r 

2 



Il résulte que le produit de ces deux suites numériques est indé- 
pendant de 77 et égal à Tunlté. 
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îi5. — Caà oh p cSt rifprésehté par A sitt xy. ■— Dëtis ée cfts l'ititê- 

K A 
grale particulière dft l'éqUfttion (jui définit Y. est 9^(1^)=— ^ — jsinXy. 

et par suite l'expression de Y. peut s'étrire : 

/ ab (xb oib oib 
\ «»Û0B— T-'sh'-rr-HX'sin— rach— >- 
Y = — - — <sinXw^ : sinxftcos— Trsh— 7=. 

' 1 a>( sin'—rr+ah»— 7^: ) ^ ^ 

a» sin — r^ ch — r=. — >• COI -TS «h 






d'autre part. 
Le second membre de l'identité (II) devient : 



sin -T- ^h 



bn^^T^J '''''' ''''f'^' 



2K,A^ ^ r_:_. .J^U 

oti encore en supposant \bàzjn différent de x>s remplaçant eéttd Ihté- 

grale définie par sa valeur qui est f^b sin ^^tt:i^ — :^ nous avons 

1/ 

?^BinX6^ (zilL^—^ sitt-î^ et en idenliflatit 






avee l'élkpressibil de Y. on obtient la sommation de la iérie précé- 
denté qiie l*oû aurait d'ailleurs pu obtenir en décbmposatit le coeffi- 

cient de sin*^^ en éléments simples. 





CHAPITRE V 
Autre identité fondamentale, 

26. — Considérons l'équation différentielle du 4""® ordre. 
(< ) 3jî3^î + V ~ ^^ ^°^* ^ développée en série 

double 2= >^ >^ A.sin — ^'^"T" ^^ écrivant que cette fonction z 



• 
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satisfait à l'équation, on a en appliquant la méthode de Fourier : 

Considérons maintenant le développement en série. 

z = > Y.sin — et écrivons que cette nou- 

velle fonction satisfait à Téquation (i). 

Nous avons pour déterminer la fonction Y,, de y Téquation diffé- 
rentielle ordinaire. 



2K -* 



yW — a*Y,=— / psiQ — dx. 
* ^ a J a 



L'intégrale de cette équation, dépourvue de son second membre, 
est : 

A4-By + C^hay4-Dch ay. 

9,. (y) désignant une intégrale particulière de Téquation avec son 
second membre, on a donc pour intégrale générale de Téquation : 

Y,.(y) = <P,.(î/) + A+Bv4-CshaV+Dchai/. 

Comme nous l'avons déjà fait précédemment examinons les cas où 
la fonction arbitraire p est constante, est un polynôme impair en y 
ou une fonction sinusoïdale. 

Dans chacun de ces cas nous allons déterminer les constantes 
A, B, C, D pour que les fonctions z définies par les deux développe- 
ments ci-dessus soient identiques, nous avons vu § (3) qu'il faut 
pour cela 

(2) Y,.(0)=o, y;:(0)=o, y,.(6)=:o, y;:,6)=o. 

27. — Cas où p est une constante, — Dans ce cas l'équation qui 
définit Y,, devient Y W — a* Y^' = -r^. Une intégrale particulière de cette 
équation, non dépourvue de son second membre, sera : 



• . , 



— : — — -; par suite : 

in 2a* »^ 



.« • 



Y.= r^^,+A + By-+.Csh«y + Dch«j/. 

< • 

les équations de conditions (a) deviennent : 



I 
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A + D=0 — :— ^ + Da'=0 



4Kp 



r^ T-: + A + B6 + Csha6 + Dcha6=0 

ITT 2«* ' 

4Ki> 
— r-^ +Ca'sha6 + Da*cha6=0 D'où l'on tire : 

ira 

A— ^^P n— *^^ 4Kp(r— cha6) p_4Kp b 

ITT a* iTra* ma* shao itt 2a' 



et l'on a : 



ira*V2 a* 2 a*snaO a' / 



Calculons maintenant la valeur de A •• on a : 

. ffy 

^A^^.sin ^ — ^^ JaàpT^^ — 7Â (/'prenant seulement 
3 •'' 62 ( "« "^ M / ^®® valeurs impaires. 

En identifiant avec la valeur de Y. et simplifiant on a : 

2'''' 6 ^ ( y^by 1 . i-chab , . 1 , \ 

^' ^ \a''^6V 

qui nous donne la sommation d'une série un peu différente de celles 
déj à rencontrées , ou encore en posant -^ = 2 ? — = m , 

'^ sin/z TT r z' -nz 4 shm(ir— -zj + shmzl 

Si l'on prend, deux fois de suite, la dérivée des deux membres de 
la formule précédente, on a : 



2 



sin/z 7ï shmr — shmz + shm (z — tt) 



j (m* +/*) 4 m* sh witt. 



qui nous donne pour z=r- la suite numérique 

1 1 1 — '^ / ^ 

0/a^« I Qf\ • K /*»,« 1 K«\ Tir F 



4(m* + l*) 3 (m* + 3') ' 5 (m* +52) * 4m | tt 



- 78 
de même on obtient : 



^ cos/z n fch m (2 — Tt) - ch mz] 
>. ^ , .. =7— r et pai* suite en 

y faisant 2; = o : 

1 i 1 71 chmn - 1 

m«+P"^m«+32"^m«+S«"^ ""4m shmiî ' 

•i8.^ Ca« où Ukfonctioïï^ p ^s< repr^aentéH par un polynôme impair 
^1 y.— Soit: 

L'intégrale générale à^ TéquatioD qui définit Y,, sera : 

Y< = V,.(v) + A+By + Cslîay + Dcbaî/ ou- ^.(y) (Jésigne 

une intégi*ale particulière de Féquation. 
Les équations qui déterminent les constantes A* B, C, D sont : 

y.(0)=V,.(0) + 4 + l)=o 
y';(0)=9;(0)+d««=o 

.Y.(6) = <p.(6) + A + B6 + G&ha6 + Dcha^=0 

• * 

Y'|(6)=:?';(6)4-Ca*sha6 + Da«cha6 = 0. 

Remarquons que p étant un poh nôme impair en ^, on obtiendra 
pour intégrale particulière un polynôme impair de degré 2p + 3 donc 

9i i(^) Ç^ fi (^> sont Quls, par suite on a : A=0, 0=0 
les équations qi^ déterminent B et C sont : 

B6-i-Csha6=- ?.(6) 

€^Hh(^b — ^^'-(b) d'où 

9i{b) l/<(6) /a 

l'expression de Y . sera : 



ff 



1/ 9- (6) 

Déterminons tout d'abord Vexpression de Vintégrale particulière 
9^(2/) de V équation : 



4K 
yW - «2 y;: = K, jo en posant K^ = - - 



4K 

in 
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Prenons ua polynôme impair de degré ap + 3. Soit : 

ea remplaçant dans Téquation et identifiant, on voit que les eoeffi- 
cieats b sopt des fonctions linéaires; et homogj^nest des coefiicients a, 
Gherchonfl dans 9.(2/) le coeflipient de a2« 1 1 • 

Lorsque p=a^y si on prend pour 9 = K, 63 ys on a : 

Le coefficient de a^ dans f ^(y) sera au facteur K^ près — r; ^* 

Si p = «3 y' + fli y et si on prend pour ? = K| (65 y^ + b^y^) le coeffi- 
cient de a^ dan$ ?,(^) sera : 

i y6 3j .y» 31 y» 31 î/3 

si î> = r/sy* + ag y3 +<i^ y ^q|.s cp . (y) = k^ (6^ j^j + 65 y^ ^ ^^ ys^ 
Le coefficient de a^ dans 9, (y) sera : 

- Vil .^+5i i-»+3] ,J "* «^^^^^ "^^ ^«»*- 

En admettant que la loi est générale, le coefficient de «2^+1 dans 
9 -(y) sera donné par la formule. 









Cela étant, l'intégrale particulière 9 -(y) sera : 

' ■ T - -- ^ - ■ ^Mka 






/>= jr = 



cherchons maintep||i|t le coefficient de ^s» 1 | dans Y- nous aurons en 
remarquant que le coefficient de «2/) 4-1 dans 9^' (b) est : 



* -^ (2v — 2a + i 



Ce coefficient sera au facteur K, près. ^ 

shaV 



/ (y) _ X fa* /* ^^) — f" ^ *) 1 - J212K- /•" (A) 
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^1 jny 

Gela posé, le coefficient de ^2p4-i dans > A., sio — rr- sera d'après 

j 
ce que nous avons vu : 

ïî^ 2à jj/jl r\ ''" ~ • ^"^ remplaçant H^^, 

par la valeur déjà calculée et en identifiant avec le coefiicient de 
^2p4-i ^^^^ Y. on a la relation : 

,2p-f4 „ p 3 5 ip-\-l ^ 

»)! ft^'-^î-H» 



= y (2p+i)! /^'^+= ' yr„.V (2p 



Dans cette relation ^2q4-i désigne la série ^ 









■ G-^ 



1 • 

En posant — =m, ^=:z on peut l'écrire d'une façon plus simple : 



(-ir- ««T, 



2P + 1 1 ''^ * ,2p-2?+3 






îî+2 (2p_2ç+3)l 
q = o 



ï=? ■ 2n_S«-l.S Î = P 



^2p-2, + 3 ^ ^ ^^ ,2p-2,+ I ^ ^ 



ti* 2» -2^+1 , 
j_ shmz ^ ?r^ ^^ i 

m* shmTT^ (2p— 2^+1)! m^*+^ 



en' prenant deux fois de suite la dérivée des deux membres de la for- 
mule précédente, on a : 

(— Ir — I 7r(T_ ,, -fj. ,-t- -|- ( — l)'^ :<»i 1= 

^ ' rL ^^+^ 3! 2p-i^ ^^ (2J5+1)! J 

^=^ 2p-2g + l eV,^.^^ I 2i>-2g + l 



^m^*^"^ (2;)-2g + l)! shm7r-^m^^+^ (2p-2g+l)I 
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formule que l'on aurait retrouver en partant de Téquation différen- 
tielle d?"^5^=^^ P"^""^ ^^®^''' ^ ^* ^v • 

Application. — Calculons comme application de cette formule 
récurrente les valeurs des séries œi et a^. 

La formule précédeiite donnera ^3 en faisant p=^o, connaissant 
préalablement la série <t^ série que l'on peut trouver directement ou 

déduire de là suite S = ^ (- \ / + ^ ./^°'^^.,,, déjà calculée § (16) en 
remarq[uant que 

on trouve ainsi : 

. s 1 
'^ (— i)*^ sinjz ff /« sh_mz\ 

si dans la formule précédente on fait /> = o et si l'on remplace <tx par. 
sa valeur, on a après simplification : 

^Ç ( — 1/ *sinjz_^ n*z z^ z TT shmz 



TT 



Gomme conséquence de l'expression de a^ on déduit, pour 2 = 9", la 
valeur de la suite : 



i i ^ 1 



1 {m*-hf) .3(m*+3«) ^ o(;m«4-5«) ""4 

que nous avons déjà rencontrée (§ 27). 
Et encore : 



— ^ — — !— \ 



^ , j+i cosjz n /l chmz\ . 

> {— 4) ^ . ., = - — :( m-T — I qui pour 5;= o donne: 



j 
1 1.1 4 



1 4 1 / _^^\ 



« 
Remarque, — Nous venons de trouver une formule de récurrence 

entre (Tg^^^, (t^^^i, (t, en posant ^2p+i^ ^^^^y .2^+1 ., ' 

On peut chercher l'expression explicite de ^ap+i ^^ opérant comme 

^Ki '_i_i SID 7Z 

on l'a fait au § (7) pour la série ^ (—4/ 3 , ^ • Mais oa peut 
aussi remarquer que l'on a la relation diflféx^entielle. 
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en posant : 



nz)= 



2>r' 



TT 

"3! 

5! 
• • • 




n 



TT 






Q 



(2p + l)I (2p-l)! 





z 




2» 




3! 




z* . 




5! 


(- 


• • 




(2p+l)J 



qui est la 'valeur que nous avons trouvée § (7) pour la série 



2 



M) 



^+i sin;z 



Par suite ff2i>-f 1 ^^^ ^'^^ intégrale de Téquation. 

En désignant par 9,(2;) une intégrale particulière de cette équation, 
l'intégrale générale aura pour expression 

<s^ , j = Ashmz + Bchwiz-f-ç^(z). 

n reste à déterminer 9^(71) et les constantes A et B. 
En ce qui concerne 9^(z) la méthode ^ suivre a été donnée. § (a8). 
. Pour déterminer A et B on écrira que <^2p _l 1 est nul pour z=:oetx=n. 

29. — Cas où la fonction p est représentée par A sinXy. — L'inté- 

K A 
grale particulière de Téquation qui définit Y ^ est 9,. (y) = ^ * - sin Xy . 

Les équations qui déterminent les constantes arbitraires donnent : 



* ^ ^ ^ ^ Kl A . , ^ K^A sinx6 

' ' 6a'X* ' X' + a* a*sha6 



par suite : 



V— If 4i-Ji£.2L- ^^"^^ sinx6 )' 



nous avons d'autre part : 

_4K6a 



r-f^^ 



«m xy sm — -— ay 




ou en remplaçant l'intégrale définie par sa valeur et simplifiant» 
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•> ^ /t« j'\ x*b*-j*,r* ^ °^ * identité 

m 

'\^ jity 

en remplaçant dans Y— ^.^iy^^^^T^ l®s deux membres par Iqurs 
valeurs et simplifiant, nous avons : 



2 



i^y 



^ ' ^ '"^ \ sinxy sin o 



sin>& ^ 

siiay 



formule qui nous permet d'obtenir la sommation d*une série que l'on 
pouvait obtenir par la décomposition dil coefficient de sin -r^ en 
éléments simples. 



CHAPITRE VI 

3o.— Dans les chapitres précédents nous sommes arrivés à la som- 
mation de séries en nous servant de l'identité d'une série double et 
d'une série simple. Bien que la valeur de la série qui fait l'objet de ce 
chapitre puisse être obtenue par ce procédé, nous allons en chercher 
la sommation par un procédé direct. Comme application de résultat 
nous résoudrons une question posée dans ï Intermédiaire des Mathé- 
maticiens (décembre 1901, p. 809). 

Considérons la série : 

J 
Par suite Z sera l'intégrale de l'équation différentielle : 

intégrale qui a pour expression : 

Z = A CCS mz+ B sin mz + —-7 . 



Déterminons les constantes A et B. 

2m« 



TT 

Par sa définition Z = o pour z=o donc A= 
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on a donc : 

2m« 2m» 

Pour déterminer la constante B remarquons que Z=0 pour a:=7c. 
On trouve en supposant que m n'est pas entier 

B= — — . et par suite on a : 

2 m* tangmTr' 



« 

'^ sinjz n / sinm2\ 

(1) > = 1 ces mz I 

^ iO*« - m») 2m* V tangmTT/ 



Z — TT 

2m« 



Si dans les deux membres de cette expression on remplace m par 
im (p=z^^ i) en remarquant que : 

8inirrîZ=ishmz, cosimz=chmz, on a : 



, \^ sinjz n shm(z — tt) 

(1} ^ . ■ =r -— -■ -| 

.^d J (m* -+-j'j 2 m* sh mTr 

et en prenant la dérivée des deux membres : 



1 



cos jz TT chm(z — «) i 

m*+7*~~2m shmn 2 m» 

j 

qui nous donne pour ^ = o la valeur de la suite numérique 



^' m*+i«^m» + 2«^m* + 3* .2m«V shmTr / 

Or nous avons trouvé précédemment § (28) : 

1 i 1 — J-/^ _ m^ \ 

m» + l»'"m*H-2* m*+3*"" ""2m« V ^ shrmrj 

on déduit par addition et soustraction 

111 n chmTT— i 

(3) 1 1 h =— . 

m«-M«^m« + 3« m» + 5«^ 2m shm^r 

111 / chm^r+l \ 

1 1 1- = 1 mn • 2 1. 

m« + 2» m» + 4» m^ + ^^ \ shrmr ) 

Remarque. — Les formules (2) et (3) sont les identités d*Ëuler dont 
il a été question au § (16) et que nous avons écrites : 

n = 00 

Trm — i . n 



nacl ' 



2»»» »n(e'""-l) 



n=:oo 

(II) 



f^^ m« + (2n+ 1 )« km 2m (e*^'' - 1 ) 



» 



* . 



- 86 - 

Il suffit de remplacer dans le second membre des formules (a) et (3) 
les fonctions hyperboliques par leurs valeurs en exponentielles. 

Les formules (2) et (3) permettent de trouver la limite vers laquelle 
tendent les expressions : 

?rm — i n TT n 

vers o. 
La première n'est pas autre chose que le développement de la» suite. 

^ ^ \ 1 

S,= -,+ - + - + qui a pour valeur comme 

nous l'avons vu dans la première partie — . 

La deuxième expression pour m tendant vers o tend vers le déve- 
loppement. 

ÏÏ + 3Î + 55+ cest-à^re -. 

Remarque. — La valeur de la suite : 

'V^ 4 wm 1 . , , , 

> ;= — r-"ri^ Hr--: qui résulte de 

j^j^ — m*' 2m'taDgmn 2m* ^ 

la formule (i), nous conduit à la solution de la question suivante : (i) 



n 



Sommation pour n infini de ^ =— ;; — 7 qui n'est qu^un 

o 

n 

'^r^ COSJZ 
cas particulier de la sommation plus générale de >^ ,^ cas 

o 

particulier obtenu en faisant z=o, or, il est facile de déduire de la 
formule (i) en prenant la dérivée des deux membres. 



2 



7t — Z 
COS — T^rr 

cosnz 1 ic vK 



Kn« — i 2 2\/k ^ 

^ sin -7=r 



qui donne immédiatement pour zr=:o 



00 

K différent de 1. 



2 



Kn«— 1 2 2v/Ktang-^ 



Dans l'hypothèse particulière où K = 4 



00 



on a • ^ r-r — =-. Il est facile en décomposant 

j^ 4n»— l 2 



(i) Intermédiaire des Mathématiciens ^ 1901, p. 809. 
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le terme'gé.néral en éléments simples de trouver directement ce der- 
nier résultat. 

Autre remarque. — Remarquons encore que, en prenant la dérivée 
des deux membres de la formule (i), on a : 



I- • 



V^ cos jz 1 iî / . cos mz\ 

.> :^— = — I smmz-\ I 

ji^j^—m^ 2m^ 2m \ langtnîc/ 



en y faisant z=^o on obtient : 

1 1 7C 



2: 



on déduit de là 



Ij'— m* 2m' 2m tangmw 

en posant mn = a. 

1 v^ I 

cotangu= — 2u > -z-z : ou encore 

° M ^^^7'w* — 1(* 

_2_ /_1 1 \ / i i \ _ 

Développement en série que Ton peut trouver, comme Ton sait, par 
le calcul de l'intégrale définie / — r— — dx qui a pour valeur 

it cotangpw (i). 

Autre remarque. —Des formules (i) et (i') on déduit facilement 
en 4ifrérentiant deux fois de suite les relations. 

"^ijsin/z n sinm(ir— 2) 

(a) y = — 

j^j*—m^ 2 sinmic 
J 

- (S) ^ jsinjz n shmin—z) 

j 
qui donnent par simple soustraction : 

içjsinjiz 7c r siDm(TC — ^) shm(ig — z) 1 

' jmàj*—''^^ 4m«L siamn shmw J 

J 

En y changeant m* en — rà* c'est-à-dire m en m p^i ou -7^ (l -f-t) 

V2 

on a: 

sn-yz (ir- z)cos-7=(7r -z;cn-7=sin— TT— sin-rr («— z)cn--i (ic— z)sn--;= cos -;= 
yijsinjz ii K 2 . K 2 > K 2 K 2 K 2 |l/2 V2 V% 

j^j^+m*'^2m* w?iï , , miï , , miï . mw 

0) ^T Sin*— TZ-Ch^-TTi+sh» -r:iC0S«-7= 

^ v/2 \/2 \/2 \/2 

si dans cette formule on fait m = \/ 2 l'on a : 

* ■!■ - ■ Il II I II I I —— 1M— i^— ^W— — — — 

(i) Voir Serret, Calcul intégral^ page ivtù 



1 
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j sin jz n smjsch(K— z) 
^'*+4 4 shiï . 



qui nous donne 



pouraf=-- 



2'- 










? 



sh- 



que nous avons 



déjà rencontrée § (24) en la déduisant de ^ (— l/"^^ — • 

On calculerait de même par simple soustraction des deux séries. 
(y) c* ('^) ^* valeur de la série ^ :j — : — j et Ton passerait du résul- 
tat trouvé à la série* ^ - — ^ en y remplaçant m par m l/i de 

J 
même que l'on a passé de (y) à (5) en remplaçant dans (y) m par m j^ i. 

On voit par là le rôle que joue Téquationblnôme x^^ -|-i = dans ces 
questions. 

Des indications à ce sujet sont données par M. Perrin dans un 
mémoire inséré *dans le Bulletin de la Société Mathématique de 
France, année 1876-77, p. 67, 



3i.^— iVb^es snr les nombres de Bernoullt, rf'EuLBR, de Gknogghi, etc. 
— Leur rôle dans la sommation des suites numériques. — Leur 
dépendance mutuelle et leur expression sous forme de détermi* 
nant. — Quelques remarques sur les nombres d'EvLER, 



Les nombres* de BernouUi étant désignés par B on a vu que 



30 . "^^^42' ^*~30 

On désigne par nombres de Genocchi des nombres G reliés aux 
précédents par la relation 

On trouvé ainsi que les premiers nombres G ont pour valeurs : 

G4 = i Gj = l 63=3 04 = 17, etc 

D'autres nombres que nous désignerons par R interviennent, comme 

les précédents, daus la sommation des suites numériques et sont liés 
aux nombres B par la relation : 
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R =(2*''--1i)b . 

P ^ P 

Les premiers de ces nombres ont pour valeurs : 

1 7 . 31 „ 127 . 

^i = 6 «» = 3Ô ^3 = 4-2 «^ = W ^*' 

Sans entrer dans le détail de l'introduction des nombres d'Eu 1er 
dans le développement de la sécante suivant les puissances entières 
de l'argument, je rappellerai ici la loi de récurrence à laquelle satis- 
font ces nombres. Cette loi permet de calculer le nombre d'Euler de 
rang p quand on connaît ceux de rang inférieur. 

Cette relation s'écFit : 

2w(2n~1) „ 2n(2n-1)(2n-2)(2n-3) ^ „-i _- 

1,2 ^^ rïJT. ^'-^ ^^"'^ ^«"*- 

En y faisant successivement : ' n-=1, « = *, » n = 3 

On a les équations Ë^ = 1 . 

4.3 „ ♦ 

6.5„ 6.5.4.3„ „ 



qui résolues donnent : 

E| = 1 , E, = 5 , E8= 61 , etc On troublerait de même 

E4=1385, E5=5052l, Ee=:2702765, E,=: 199360981. £«= 19391512145, 

E« =241^4879675441. 

En examinant ces 9 premiers nombres on reconnaît que les nom- 
bres d'indice pair sont terminés par 5 et ceux d'indice impair sont 
terminés par l'unité. 

Ces nombres B , E , GL, R s'introduisent dans plusieufs ques- 
tions d'analyse et notamment dans les sommes numériques comme 
nous l'indiquons dans les tables ci-après. 

N'ayant pas trouvé dans les divers ouvrages fi) que j'ai pu consulter 
la valeur de E^o, je l'ai'calculée à l'aide' de la formule de récurrence. 

3a. — Calcul de E^o . 7- Prenons la formule de récurrence que nous 
écrirons : 

E2n = C4nEi-C^E2H-C/^E3- +(^ln^2n-i''^ cu y faisant 

« 

n = 5 nous avons : 

EiQ=C^E| — 'O20E2 + ^^3 — CgQE^-l-CgoEg — CjoEg + C20E7 — 0206$ + C20E9 — 1 



(i) Ghrystal : Text book of Âlgebra,-^ Lucas : Théorie des nombres»^-' Laska 
Tables et Formules» ^ Euler : Institutiones Calculi differentialis. 
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ou encore : 



Eio+i = 



^20(^1 + E9) + C20 (Es + E7) + C20 E5 

— ^20 (E2 + Eg) — C20 (E4 + Eg) en calculant ces 

cinq produits et remplaçant G^ par les valeurs déduites du tableau 
annexé ci-dessous, on trouve : 

EjQ = 370371 i 88 137525 . C'est la valeur du io«»« nombre 

d'Euler. 

En remarquant que Eg 4- Eg E^ + Eg fournissent des nombres ter- 
minés par des zéros, que G^^ G^ sont terminés par des zéros, que 

E5 est terminé par i et C^ terminé par 6 on pouvait prévoir à priori 

que EjQ serait terminé par 5. On vérifie de la même manière que E^ 

est terminé par 5. En faisant un raisonnement analogue on vérifie 
que E^i est terminé par Tunité. 

Table des coefficients C^ du développement de (x + 1)"** depuis m = i 

jusqu'à m = no. 

(J'ai borné le tableau à /> = 10 car on sait que 0^=0^"^-) 





P 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 




m 






















1 


1 






















2 


2 


1 


• 


















3 


3 


3 


1 


















4 


4 


6 


4 


i 
















5 


5 


10 


10 


5 


1 














6 


6 


15 


20 


15 


6 


1 












7 


7 


21 


35 


35 


21 


7 


1 










8 


8 


28 


56 


70 


56 


28 


8 


1 








9 


9 


36 


84 


126 


126 


84 


36 


9 


\ 


' 




\0 


10 


45 


120 


210 


252 


210 


120 


45 


10 


1 




M 


11 


55 


465 


330 


462 


462 


330 


165 


55 


11 




12 


12 


66 


220 


495 


792 


924 


792 


495 


220 


66 




13 


13 


78 


286 


715 


1287 


1716 


1716 


1287 


715 


286 




14 


14 


91 


364 


1001 


2002 


3003 


3432 


3003 


2002 


1001 




15 


15 


405 


455 


1365 


3003 


5005 


6435 


6435 


5005 


3ooal^ 




16 


16 


120 


560 


1820 


4368 


8008 


11440 


12870 


11440 


800{ 




17 


17 


136 


680 


2380 


6188 


12376 


f94i8 


24.? 10 


24310 


19448 




18 


18 


153 


816 


3060 


8568 


18564 


31824 


43758 


48620 


43758 




i9 


19 


171 


969 


3876 


H 628 


27132 


50388 


75382 


92378 


92578 




20 


20 


190 


1140 


4845 


15504 


J8760 


77520 


125970 


167960 


184756 
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• 

33. — Relations entre les nombres B , E , G , R . — D'après la 
définition des nombres 6 , R , nous voyons que ces nombres sont 
liés aux nombres de Bernoulli par les relations : 

G =2(2!?0b , R =(2'^-il)B . 

p ^ ^ p^ p ' p 

Les nombres d'Euler ne seraient-ils pas aussi, comme ces nombres 
des fonctions dés nombres de Bernoulli? Ces nombres sont-ils dis- 
tincts ? Ou bien il existe une relation qui permet de passer d*un sys- 
tème de nombres à l'autre système. 

Euler ne le pensait pas quand il écrivait (i) au sujet du dévelop- 
pement de la sécante en série ordonnée suivant les puissances de 
l'argument. 

« Per hos autem numéros Bernoullianos secans exprimi non 
« potest, sed requirit alios numéros, qui in summas potestatum 
« reciprocarum imparium ingrediuntur », que nous traduisons : 

La sécante ne peut ôtre exprimée à Taide des nombres de Bernoulli, 
mais exige d'autres nombres qui entrent dans Texpression des sommes 
des puissances négatives impaires. 

Ces autres nombres auxquels il est fait allusion sont les nombres 
que Sylvester a appelés nombres d'Euler et la relation visée est la 
relation suivante : 

1 \_ _1 \_ 7?^"^^ 

La sécante peut alors en effet s'exprimer à l'aide des nombres E . 

secx = l+E,i^2 + E,^+ +E„j-^+ 






Cela étant, nous avons vu § (8) que la série 82,1= ^ (— i) - 
a pour expression : 

J^ fP+i *P+i 3, 5, (2p-l)I 

Les coefficients ^2^^^ étant liés aux nombres de Bernoulli par la 
relation : 

(i) Institutiones Calcnli differentialis, édit. I755> p. 54a. 
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Faisons dans les deux membres de (i) >s=r. 
Le premier membre devient : 

D'autre part le second membre s'écrit, après avoir remplacé les 
constantes «204-1 P^^ leurs Valeurs, 



>2/>-li o^/'-S, ^^"Ik 






B „ — 



.2p! ^ 23.31 (2p-2)! v^ 2^5l(2p— 4)! ^-^ 



2'^ .(2p-l)!2! 2*^"^/(2p+l)!2 

Remarquons que en posant Bo = — i l'expression entre crochet 
peut s'écrire sous forme condensée. 

(- •)' -;::xT : B. 



2 



2^^+^ (2^+1)! 1{'p-q)\ ^"^ 
Nous avons donc en égalant les valeurs des deux membres de (i) 
pour 3? = — et supprimant le facteur commun tc^"^ , la relation 



qui donne les nombres d'Euler en fonction des nombres de Ber- 
noulli (i). 

Comme vérification de la relation que. nous venons d'obtenir, fai- 
sons />=i, /> = 2, p = 3, p = 4 et remplaçons Bi, B^, B3, B4 

par leurs valeurs : Bo par — i et Ô ! par i . Nous retrouvons 

E^=:l , Ejrrîi, E3=:6l , E4=:4385 qui sout bien 

les valeurs des quatre premiers nombres d'Euler* 

Par suite l'expression de la sécante sec x^=i > ^nT~r ^" Eo = 4 



'n^=.o 



devient 



2^^+^2^4-1)1 2(n-g)!"'*~^ 



A 



secar=2/n22n4-2 2(-i)^__^ ■- B, 

tirsio q=zo 

qui est son expression à l'aide des nombres de BernouUi. 
En appliquant cette formule aux 4 ou 5 premiers termes on trouve 

(i) Catalan a donné dans les Mémoires de la Société royale des sciencesy de 
liège, t. XII, p. III, des relations entre ces nombres. 
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Of*" of*4 jyP <y o 

secx=l + ^, + 5.jî + 61;g-, + 1385^,+ 



La formule (a) peut se simplifier en se servant des nombres R et 
s'écrire : 



W 



—««P+» 



Ep=n 






R 



ly 



p-g 



g=so 



2^î+^(2g + l)! 2rp-g)I 



On exprimerait aussi E à Taide des nombres de Genocchi. 

n résulte de ce qui précède que les nombres B^, Ep, G^, R^, ne 

sont pas distincts et peuvent s'exprimer d'une façon plus ou moins 
simple les uns en fonctions des autres. 

34. — Expression de ces nombres sous forme de déterminants. — 
Nous avons déjà trouvé (p. 3i) l'expression B à l'aide d'un déter- 
minant d'ordre p 



B 






3! 

5! 



-3i * 









G 



(-1)^ (-0 



p-i 



(-1) 



2p+l 



(2p+l)l (2p-l)î 



31 






Il suit que les nombres G et R s'expriment facilement à l'aide 
de ce même déterminant d'ordre />. il suffit de remplacer B par sa 
valeur dans les relations. 

G„i=2(2'^-i)B , R ==(2'^-'-1)b . 

Quant aux nombres d'Euler E nous ne pouvons songer à nous 

servir de la relation (a) qui nous donnerait une somme algébrique de 
p déterminants respectivement d'ordre />,/> — 1, ... i. 

Mais il suffit de se rappeler que S («) = ^ (— l/"^^ -=-73 

J ^ 

devient égal pour z=:-Tr à -r— r-s — E . Or nous avons trouvé 

^ 2 2'^ + '2p! ^ 

§ (j) l'expression de Sgp^^] sous forme d'un déterminant d'ordre 



11 



p + i. Remplaçons-y jz^ par- et nous aurons en remarquant que le 

déterminant est homogène en w^^"^^, et qu'il a - en facteui* dans la 
dernière colonne : 
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E =2^!' 2»! 

P '^ 



1 

31 
J_ 

51 




1 

1 
3! 








1 
i 

2V3! 
1 

2*. 5! 



(-1/ (-1) 



p-i 



(-1) 



p + 2 



(2p + l)! (2p-l)! 



2'^(2p+l)I 



E est ainsi exprimé à Taide de déterminant d'ordre /> + 1 qu'il 

serait facile de réduire à un déterminant d'ordre p en retranchant .les 
éléments de la première et de la dernière colonne. 

Gomme vérification on peut en donnant à p les valeurs i . a. 3 

retrouver Ei = i E2 = 5 E3 = 6i on aura à calculer pour 

cela des déterminants d'ordre q, 3, 4* ^^^ La dernière colonne 

fait partie de tous les déterminants. 

35. — Autre expression de E . — Reprenons la formule de récur- 
rence à laquelle satisfont les nombres d'Euler. On peut l'écrire : 

^2pEl~~C2pEi + C2pE3— ..... +(— 0^~ ^2pEp = I 

En donnant à p successivement les valeurs i, 22, 3 p nous obte- 
nons le système de p équations linéaires à p incoanues E^, E,, E3 ... E 

E, =1 

C^ Ë| — - C^ Ëj{..... • ::= 1 

% E4— CgEj + Ge E3 =1 



^2;, El — CgpEj + Cg^Ea — . . . -f (— 1)^ Cg^ E^— 1 

En résolvant ce système par rapport à E nous avons en remar- 
quant que le déterminant des coefficients des inconnues est égal à 



E^=(-0' 



1 

^6 — Cg 








1 
1 

i 



r% 2 p 4 p 6 

^2p ^2p ^2p 



k étant le plus grand entier contenu dans ^ . 

nous avons ainsi une autre expression de E sous forme d'un détermi- 
nant d'ordre p. 

On peut encore pour la vérification des calculs, comme je l'ai fait 
pour l'autre expression de E donnerà/> les valeurs i, a,3...etretrou-' 
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ver les nombres d*Ealer. La dernière colonne entre dans la forma- 
tion de tous les déterminants. 

Nous déduisons de ce qui précède en égalant les. deux expressions 
de E„ ridentité suivante entre deux déterminants, Tun d'ordre p 

Fautre d'ordre /> + i . 



1 








cî 


— 1 





c| 


-C^e 


1 


• 


■ 


• 


• 


• 


• 


^ 


""^Sp 


p8 



= (— 4)*2^?2p! 



\ 

t 
P5 




i 
i 



... 
... 



:r —^ 4 ... 



3 



i 
i 

2*P3 
i 

2*P. 



{-'^f(-^) 



p-i 



(-1) 



P+» 



P P 



•2'^R 



îp+l 



OÙ CjJ désigne le nombre de combinaisons de m lettres p à /> et P^ le 
nombre de permutations de p lettres. 

Remarque, — La relation {^) qui exprime les nombres d'Euler en 
fonction des nombres de Bernoulli peut donner une série d'identités 
numériques qu'il serait peut-être mal aisé d'établir directement. 

En y faisant /> = i on a : 



' 12» * 2*3 îj 



Or 



2^^+^2p! / i 



{ 



i 



32p4-"i"'"j2i>-l-i 



) 



B = 



2pl / 1 l t \ ^ - 

F^W^\^^^7^'^7^^ ; en prenant les 

valeurs de ces expressions pour /) = i et remplaçant E^ et Bi par ces 
valeurs on a après simplification : 

48 33 5» 73 22Vl2'*"2»~^32"'" /"'2*.3!' 

D'une manière plus générale, si on prenait l'identité (2) et si Ton y 
remplaçait E^ et B^, B^__j etc. . . B^ par les suites numériques cor- 
respondantes on aurait une relation : 



2p + l 



2p+l 2p — 1 



+ <'l^— ^2p+l 



les coeiiicients de cette équation en ^ sont des suites numériques. 
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36. — Quelques remarques d'obserçation sur les nombres d'Euler. 
— Si Ton examine le tableau des nombres d'Euler , on reconnaît que 
les nombres ^2p4-i ^^^^ ^^^^ terminés par Tunité et que les nombres 
Ej sont terminés par 5. Cette loi est facile à constater pour j9=o, 

En la supposant générale, il résulte que Eg^ t:î ^ sera divisible par ïo. 

Nous remarquerons de plus, pour ces valeurs de p (o, i, a 5), 

que Eg , 1 est divisible par E3 — i. Or E3 — 1 =60. 

Nous pouvons donc écrire Eg , ^ à Taide d'autres nombres « de 

la manière suivante : 

■ 

Les valeurs des nombres entiers a seront : 

«0=0, «^=1, (ij=842, «3=3322683; (X4=40081327924. 

Remarquons que ai est divisible par i, a^ est divisible par a» 
dt, par 3 et «^ par 4* Nous avons donc 

a z=p.ô S désignant les entiers suivants : 
ftj=0, ft = i, /3,=421, /33=H07564, /34=|002033i98K 

Tous ces nombres ô sont terminés par l'unité. Gomme les nombres 

Ej, , 1 d'où nous sommes partis. Ce fait que je n'ai pu vérifier que 

pour les cinq premières valeurs de p me paraissait digne de remar- 
que. Il résulte que fl =l + <0.7 et par suite on peut mettre les 

nombres Egp 1 1 sous la forme : 

Les cinq premiers nombres y sont : 

Yo=0, Yi=0, Y2=42, Y3=110756, Y4=i002033i98. 

Les nombres y sont des nombres pairs. 

Autre remarque. — On sait que les nombres d'Euler ont la forme 
4/p+i, /c étant un entier. D'après la forme que nous avons trouvée 
pour ^2p4-i ^^ i*ésulte que pour les nombres impairs k est un multiple 
de i5. 

Or nous venons de voir que les nombres d'indice impair Eg . ^ 

sont de la forme 10 m -|- 1 et les nombres d'indice pair de la forme 
10 m' + 5. . 

Il suit que, k et m étant des entiers, I0m+ 1 =4/c+ i 

d'où ^=-^ puisque ft est entier m est divisible par «2 et si Ton 

pose »n=2fA les nombres d'indice impair s'écriront 20(1.+ 1 
De même en considérant les nombres d'indice pair : 
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Km.' 

10m'+5=r4A-f 1 d'où A=H-22L 
ms2(ji' et par suite les nombres d*indice pair sont de la forme 

20fA' + 5. 
, On a donc E^^_^^=20k+i, E^^ = 20k' + ^ 

en retranchant on a : E^ =zE^ .^+mA en supposant p=g — 1 

on a: 

E,=E, + 4X1 
E4=E5 + 4. 331 
Ee=E5 + 4. 663061 



Les nombres entiers m qui figurent dans la relation 

, ^2y = ^2g - 1 + ^ • * • s^°* *^^s terminés par l'unité 

On pouvait arriver à cette conclusion autrement. 

Eg — 1 
Nous avons vu que v, — est entier on déduirait pareillement 

E 
que -=r- est aussi entier. 

La démonstration générale des caractères signalés précédemment, 
caractères qui peuvent servir de critérium négatif pour savoir a priori 
si un nombre peut être un nombre d*Ëuler^ repose sur les identités 
numériques suivantes, que je me borne à' indiquer, après avoii* pu 
toutefois les vérifier pour les la premières valeurs de p. 

Si Ton écrit les valeurs de E^ , i et Eg sous la forme suivante en 

ayant soin de grouper les termes de même signe. 

E2p-f 1 = ^2(21)+)) ^8 + ^2(2p+ 1)^4 + ^2(2^4-1)^6+. ... ■{■ 0^2p-\-l)^2p. 

■^{^i{2p-{-l)^ + ^2(2p + l)^3+^{2p^l)^!i+ +Cif2p-f l)E2p — 1) + * 

^2p^^lp^i+^\p^B-^'"'^^4^ ^2^-1— (C4pE2+C4pE4+...+C^~ Egp^j)— 1 

OU 

q = p q'=z2p-l 

E2jB + l^^^ ^2?2p + l)E2g~~ ^. ^2f2q-l)Eç'+^* 
ç=l g'=l,3,5. 

ç'=:2p — 1 9=P — 1 



^2p— ^^ C4^E^,— ^^ C4|E2^ — 



ç'ssi, 3, 5... 9=1 



^(/ f^^.**-vwC y^^- ^ s .r^//^t "-^ Ji>l.a' •^-»v^A-A 77^*^ 
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1° t^oar montrer qae E^j.i est terminé par i. On montrera que 

en supposant que tous les nombres d'indice impair jusqu'à ^2p-\ 
sont terminés par i, et les nombre de rang pair jusqu'à E^ sont ter- 
minés par 5. On démontrera ainsi que cette loi, qui se trouve vérifiée 
pour les premiers nombres, est générale. 

^^ De même pour montrer que E2. est terminée par 5, en suppo- 
sant la loi vraie jusqu'à Eg^^j, on fera voir que 

^ C4*' E ., est terminé par 6, c'est-à-dire est de la 

q-Sip — X 

forme ioft+6 et que ^ ^%^q est terminé par zéro. 

Pour cette dernière somme deux cas peuvent se présenter : 
Celui où le nombre de termes de cette dernière somme est pair et 
celui où ce nombre est impair. 

Grâce à l'égalité CJ^=C^""^. Dans le premier cas, les termes 

ont deux à deux même coefficient et par suite le produit de leur 
somme par ce coefficient est terminé par zéro. 

Dans le cas où le nombre des termes est impair, après le groupe- 
ment des termes deux à deux, que je viens d'indiquer, il reste le 

terme €4^* E^, terme qui est toujours terminé par zéro. 

Le premier cas se présente lorsque p est impair, c'est le second qui 
se présenté si p est pair. 
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PRINCIPALES FORMULES 

DES FONCTIONS HYPERBQUQVES UTILISÉES PRÉC£DEM)ifiKT 



Bien que ces relations puissent être établies directement nous les 
avons ici déduites des relations qui existent entre les fonctions circu- 
laires. 

Pard^nition, du sinus» cosinus et tanfeuta hyperbolique que noua 

notons sh, ch, th, nous avoua : 

snw = — * cQuss^— j, luttas - ■" ■ ■ 

2 2 e"4-e"" 

si Ton se reporte aux formules : 

ix — ûr tir , — tx ix — ix 

e — e e +e ^ .€ —e 
sina:= , cosar= , tanga: = — *»-r^ r- 

«-• n ° tx , — tx 

2i 2 e H-e 



On ^<nt qu*«ià poaaut îx = it, on a les formule» do IranafonnatkNa : 

shiar=tsina/^shu, chix^cosx^sfiiu^ ihix=ziiaiïigxr=\hu, 
On aurait de même : 

sliiV=i*sÎDy=sh», chiV=cosy=chv, tbiv=ttangy=tliv. 

Nous mettous ci-o^^è^ eu parallèle les relations «utre lea fonc- 
tions circulaires et le» relations entre les ibuatlons hyperboUquea 
correspondantes. 

Nous n'avous retenu dans cette éuumératioa que les relations qui 
ont pu être utiliséea dans ce travail, lea fonctions hyperboliques^ 
satisfont à bien d*autres relations intéressantes (i). 



• (i) Voir. — Essai sur les fonctions h^yperboliqnes de C»-A. Laisant, 1874 et les 
Tables de formules de Hoûel. 
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CORRESPONDANCE ENTRE LES 
Circulaires et 



RELATIONS DES FONCTIONS 
Hyperboliques 



sin X 

tanga7= 

° cosa? 

tango? . cotaDga7= 1 

tangar 



COSOf^ 



\/i+ta 

1 



ng^a? 



£>S 



\/n- tangua? 
8m(— a?)=: — sin a?, cos(— ar)3SscosflP 

sinO=0, cosO=i, tangO=0 
sin (ar =t 1/) = sin ar cos 1/ ± cos ^ sin V 
cos (a? ± v) = cos a? cos y qp »ifi y sin a? 

tanga?=i=tangt/ 

tang (a? ± y) = i — : . ■ ■■■ 

°^ ^' Iqptanga^tangy 

sin 2a? = 2 sin a? cos a? 
cos 2a?= cos* X — sin^ x 

**"82^=i-3^ 

sici 3a7= 3 sîn a? — 4 sin^a? 
cos 3a7 = 4 cos* a? — 3 cos a? 



sin 



cos 



1 g /l — c»sar 



+ cosa: 






sl]|«:fe»inys=: 2fan.- ^ il : co» rl L «: 

2 2 

(oc-^y) (x—y) 

cos a!?+cosy=: 2cos cos ^ 

2 2 

cos a!?— cosy= — 2sin 2i*sin -^ -' 

^ 2 2 

{ 

. . tangrf^+y) 
sin a? ^ sin y 2" 

daar— sifly""' i " 

Un«-(ae-y) 

a?3 J.5 yp 
smar=x-3i + ^--+ 

a;' a?^ ai^ 
cosa:=J-^ + ^-5^ + 

(fsin a?= cosarefa? 
rfcos a?= — smarefx 
dsin*a?= sin2a?rfx 
d cos* a?=:— sin %x dXé 



thw= 



shu 
cht( 
tht(.cotht(=l 

shuss 



chuss 



1 



shO=0, chO=l, thO=0 

sh(udbw)=shwcht;±chw&hp 

ch(w±t;)=chwchu±shusht? 

thw±tht) 

th(M±«)= -- 

Izbthî^tllf^ 

sh2u=z2shMchw 

ch2u=ch*u+sh*w 

,- ^ 2ttiu 

sh^M=s3shM+4»h*tt 
ch3M=4ch3M— 3chM 



sh 



t»_^ /chu 
2"~V ~2 



— 1 



eb 



+1 



w__4 /ch.u+ 

2~v -r^ 

2 V chu+i 

shudbftitrisï^iib.'— ^^— el» '^^- 

2 2 

chu+ch.=2diii±::ieii^ 

chw— chtj=2sli^---f-^sh — rr^ 



shM-hshu 2 

t^ t^ tfi 



shu=u+3-j+- + ^ + 



«* 



u^ 



w 



6 



£?sti t4=chu(/« 
dch u^siahudu 
dsh*u=sh2udu 
dch*u=zsh2udUi 



— 100 — 

NOTE SUR LE CALCUL NUMÉRIQUE DES FONCTIONS 

HYPERBOLIQUES 



Pour avoir les valeurs numériques des fonctions sh ii, cha, th ii, 
on peut se servir avec avantage des tables de Hoûel, qui donnent les 
valeurs naturelles de ces fonctions. C'est le procédé le plus rapide. 
On peut aussi calculer ces fonctions à l'aide des Tables des valeurs 
des puissances du nombre e. 

Soit par exemple à calculer sh a,35, ch 2,35 

on a : sh2,35= -_ = gg^ - 



2 e 



De même : ch 2,35 = -i — r&- 

2^2.35 



3 5 



n, 2,35 ^"^10 "^100 2 0,3 0,06 

Or remarquons que e'=e =e.e'.e 

Or nous lisons page g4 {Formules de Mathématiques, D^ Laska, 
édition 1888) : 

e^=7,38906 e^'^=i,34986 c^'®^= 1,05^27. 

par suite e^'^= 10,97H2 de même e*''^= 109,94697. 

On trouve: sh2,35 = 5,196 ch2,35 = 5,290. 

On aurait obtenu plus rapidement ces résultats en se servant des 
Tables de Hoûel (page 4o, édition 1866). Il sera toutefois commode 
pour simplifier les calculs numériques de se servir des Tables de 
triangulaires (i) de i à 100,000 dressées par M. A. Amaudeau qui 
ramènent la multiplication de deux nombres aeX b k des additions 
et des soustractions. 

Par les formules : ^^^— ^a-f é"~^o'"^6 ^^ 

2 ^ 2 

S^ désignant le triangulaire de m c'est-à-dire 1+3+3 + . .. + m. 

On pourrait aussi se servir des tables de quarts de carrés dressées 
par M. Blater fondées sur Tidentité 



. /a + 6V /a — 6\2 



(i) Ces tables n'ont pas été éditées, M. Amaudeau m'a fait savoir qu'il en a 
seulement le manuscrit. 
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OBSERVATION SUR LES SUITES NUMÉRIQUES 



Nous avons déduit précédemment les suites numériques comme 
cas particulier de séries en sinus ou cosinus, en donnant une yaleur 
particulière à Targument. C'était le procédé le plus direct. Mais il 
convient de signaler qu'on aurait pu arriver à ces résultats d'une 
autre manière. Il est toujours d'ailleurs intéressant de vérifier les 
conclusions auxquelles on arrive, en suivant une voie différente de 
celle qui a servi à les établir. 

Par exemple, nous avons trouvé § (ii) en partant de 

2(^4/+i?2^, la valeur de la suite 1 + 1+1+1;+ 

valeur qui est rrry 

Si nous avions eu seulement en vue le calcul de cette suite numé- 
rique et non^ ce qui est beaucoup plus général, la sommation de la 

série > ( — 1/^ — —y nous aurions pu obtenir sa valeur en 
nous servant seulement des séries 

2(_,/+»£^^ 2(-*)'^'^ et faisant usage 

pour cela du théorème suivant : 
Soient : 



f(x)=ia^cosx+a^cos2x+ +a cosnx+.,... 

9(a;)=6|Cosa; +5,008 2x+ +5^ cosna;+ 

deux séries conçergentes. Je dis que 

ai5,+a,6,+ +a^5^+... = -- / f(x)9{x)dx. 

o 

En effet (i) : 

f(x)9{x)=z ^^a^b^,cosnxcosn'x+ ^a^b^cos^nx. 
Par suite : 

/ f{x)9(x)dx= ^a„5^/ / eosnxcosn'xdx+ ^^%\ l cos^nxdx. 



(i) Je reprodais la démonstration de ce théorème connu sous le nom de /ôr- 
mule de Forcerai, donnée par Eug. Catalan. — Mémoires Soc, des Sciencea^ de 
Liège, t. XII, p. i48. 
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On sait que : 



iW /^W 



/ cosna;.cosn'a7rfa?=0, / cos*na?rfa7=— 



Urémilte quas 



y Aaf)f(a?)Ar=|2«„^. 



o 



En appliquant ce théorème aux séries : 

4» — jt + 31 — ""2.3!""2.2l 

GO^x eof2r cos3z 7iï* iï*2' js* 

que nous avons trouvées § (il) nous obtenons : 



6 



48^~28'38'*'***** — 3171* 



^mmmim 



r 
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Mémento des çaleurs de quelques séries et de quelques suites 

numériques examinées précédemment. 



h — SÉRIES 



a) Séries obtenues en partant de la i'^ identité. 
sinz sin2z sin3» i\/+i si^i* _« 



1 



sin z siD 2z sin 3z 






43 23 ■*■ 



03 






sin 2 sin2z sin 82 y_|_isinj« 7n^ 



a»S 



ic»2 



15 



25 



35 



3!51 



«.»!3!^Î7»1 



+ 



SIQJS 



1 



sin 2a sin 3 z j ^i sin jz _ /•/ \ 

2P+Î ■" 'Jp+îi' ^Tî ' • • + ("~ ^ ) 'IfÇl + • • • — / W 



où /"(z) désigne 



27r^ 



3Ï 

5! 





^3 

• • • • 







TC • •• • 






(2p + i)! 



(8p-l)! 



Z» 

3! 

51 



(2p+4)! 



sin g sinSz %\tiZ% nlnjt 



sin z sin 2js sin 3z 



13 + 23 "*" 



33 



+ 



sin z sin 2z sin 3z 



+ 



25 



+ 



35 



+ 



.smjg 

+ "J3- 

gtnjz 



7 ^ 

2""2 

t3 



wz« w«Z 



"2.31 «•lil'^8! 

z^ wz* y'z^ n<2 

~ r^ "^ iTTi "* STiT ■•" 5TÎ5 



« « 



sinz sin2z sin3z 



sinjfz 



^zp+i'^^pTi'^'^pV^^''*^7pVi'^ ^(^^ 



où ?(z) désigne 



2«^ 



3l 
«s 

51 





« 

3 



3f 



1C 








z 

5] 






iz 






(- i)^ »'^ , (- 1)* i'" 



2p! 



2p! 
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gins , 8in3: , sinSz , n 

-r+-r-+-5-+ =4 

sinz sin3z sinba wz(ic — z) 

"!«■ "^ "3»" "* S*""^*" "" ¥ 

siaz sin3z sinSz ic^z ic'z' nz^ 

"F "• 3*""^ 5» "^ ~F73Ï"P73Î"^2r4Î 



sinSz sin5z M -, v v ) 



sinz sinSz sinSz 



sinjs sinSz sinSis nz 

1» 3«"'' 5^^ ' T 

sinz sinSz sinSjs ^^.^ . 

i+i 

sinz 8in3z . sinSz »_ T ..... 



4 2 



sin'a sin» 2g sin'Sz __itz z* 

8in*z . sm*2z sin*3z z* , 

-îi-+^^+-l«-+ =3ï(«-«>' 

sin*z sin*2z siii*3z 8n /^ 



o 



-m 



sin'z sm*3z sin'Ss ic 

ni^ T""* 5 *^4 

sin'z sm92z sin'3z z*,^ 

-7r+-^-*--3r- + =:-5(3ir-4z) 

sin^z . sm^2z 8in*3z x'_ 

-ïr-+-ir-+-34-+ =:^(2«-3z). 



C08« C082g C0S3Z if J8« 

n[ï 2^'^"3î ""2r3î"'2TT! 

C0SJ5 cos2z cos3z 7lC* 1l»Z* z* 

HF» F" "'■"F""" "'3rr!""2.2l3l"^2T! 

cosz cos2z cos3z 31 n* 7ic* '^* -4 ** 

cosz cos2g , cos3z df 

"î^~l^"^l^" ~7z 



L 
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COS Z COS 2Z COS 32 Z* 1CZ 1C* 

"T*""*" 2« "i F""^ ""iriï^ir"*"^! 

COS 5f COS 2z COS 32 z* icz^ ic*z* ic^ 

"T"^ 2*" ^ F""*" "'■"5Tî"^2r3Ï""2r3!'*'3!i5 

cosz COS 2z , COS 3z ^ ^ jz* icz* w*z* 47i4z* 32 w* 

"7«""^ 2^ ' 35 ^^ ""2T!""2!5T"*'3Î4!""3! 5!"^3I7I 

• ••••••••••••••••••••••••••••••a* • ••< 

COàZ cos2z cos3z d^ 



cosf cos3z cos5z ic* icz 

C08Z cos3» cos5z ICZ* ic'Z» it* 

"F"^ 34 *""ir"-^ ■"2r3Î""2«2!''"2r3"l 

COSZ C0S3Z C085Z 63u® i5ic*z« 3w»Z* wZ* 



"r OA "r ka -t"»»»»»»»»»— o oi-^i""» o oiei'T 



!• "^ 3« ' 5« ' 2.3!7! 2.2.3I5! ^2.2.3!4! 2.2.51 



COSZ cos3z 



cos5z — */î^ îf^\ 

5*^ "'2\rfz dz) 



cos2z cos6z cosiO» it/ic \ 

"1«" "^ "!«" ■*■ 5» ■*■ "2V4"V 

cos2z cos6z cosiOz ic* it«* A .\ 






cos2z costtj . coslOz ^a» /* , ,. ^, .. . 



COS g co8 3z • cosSz ^n 



« 



cos«z , cos'gz cos»3z __1C* «/ \ 

"F-+ 2« ' 3« + -7-2V"'V 

OOS'Z C08>2Z , cos*3z _ic* z*/ \* 

T""*" 2* "^ 3* "*■ ■^9Ô""6V'"V 

cos'z cosS2z cos*3z is* ;»• wz* «*z* it*z* 

1^ * 2«~"^ 3« "*" ""945"'"45"~75"^l8 90 



n es 00 
COS«Z C0S«2Z C0S»3Z , ^ 1 r rc Kj 

■^t+^+i+-iH^+ = 2i ;^»~J '^^ 

^ n = 1 
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cos*z cos*3z cos*5z u 

COS*Z COS*ÎZ COS*Z 1C* . 5 1C*2» 
j 1 L. — l-icz»— -2* -- 

i* ^ 2* ^ 3* ^ 90^ 6 3 

b) Séries obtenues en partant de la a°>^ identité . 

'^l sinn'z tc ( (I — chmwXmTc — 2shmK) . 

> -77— r :Tr=: — :\^ H tt;; ah mz — oh ma 

,^n'(m8"hn 2)« 4m*| 2sh«mw 

mz / , 1 — chwiw , \ ) 

+ — I sh ms H ; camz \> 

2 V «hmw /) 

n'=l, 3, 5 

'V^ «11 sinnz. «• fz 2shmic+m9cchtn« , r m« , 1 

y (—{f^' -= — \ — — — shmzH : — chms 

^^^ n{m*-\-n*)^ 2m*L" 2sh»m7c w 28hmw J 



sin 



^( — 1)''^ =11^1 y— 4- , sh ttV 

^ .,/^' i'\' L2.3!6a* ô^^e 2731W 26««' ^ 



>+l ""^ b _ ,T y y_ _y^^Na + 2P 






^ -^ ^' Va' 6V . < 

+ sinX6fP+X«Q]ychayl 
où Ton a posé pour abréger récriture : 

^ 6cha6 __ 2a sh a& -|- 6a2 ch a6 _ ** ^ * 

^~2ash2a6 ' ^"" 2a sh» a6 ' ^■"2asha6' ^"~2asha6 

'^Tl sin/z n ( sh(3 — it) + shz 

^ =-"M4-cosz 

'\l , .v7-i-i sinjz iï(z shzi 



J 



'S^ , .4.1 sinjis T. {% ,, shfc'z) .. 

^ ^ /(i+J*) 8.31 lit \k.J 

J 

V sin/z it( z' i»z 
^/»(1 +J"*) 4 ( 2 2 ^ 



sh(it— 2) + shz 
, _ ^ sh« 
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3 

(—1/ ^=- T (en défaut pour z=i:) 

J 

1. 



sin jz 11— z Tz shm(Tc — z) 



\J(m^+j^ 2m* 2m* shm« 

^ JsiDjz it 8hm(u— z) / ,,« ^ V 

> -: — -=- — (en défaut pour2:=o) 

J 
'^^j sin jz it sinm(ir— z) 

.^/*— m*""2 sinmir 

"^j sin jz iz r sirt m (tc — z) shm(TC— z)"] 
,^1 J*— m^""4m*L sin mu shmit J 



7 

, m , m , ^ , mit . mit . wi , v . ^ / \ u*'*''^,,^»*'*'" 

y j sin jz u \/2 \/'2 v/2 v/2 v/2 ■ \/2 V2 V ^ 

-^i i*+w*""2m* , .mil ..mit ,.mit mit 

v/2 K2 K2 K2 



2 



j sin jz 11 siazch(it— z) 
ji** + 4 4 shit 



VT^ n4-i cosnz i r rm^shmn + mht^chmit , «m^icshmzl 

X c— 1)**+* := l ! chmz-l-- — — 

,^d (m^+ny 2mH 2sh*mw 2 3hm« J 

V^ j+i cos^z 1g ri mchmz l 

^ m*+/~"2m4^ shmu J 

Vl cosjz it chm(w — z) 4 
^^m^+j^"~2m shm^ 2m* 

"VI cos^'z 1 it cosm(ic — z) 
j^p^m* 2m* 2m sin m* 

\? QQ*/^ — JL pQsm(n— I?) ch m (tt -^ z) *! 
^^^j* — m'* 4m^L sinmTc sbmiï J 
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n. — SUITES NUMÉRIQUES 

a) Suites numériques obtenues en partant de la i*^^. identité. Si Ton 
pose : 

=2^^-^— B 






'2p 



i 



2i» ' o2p o2p^£2i» 



_J 1^ J_ J_ 



*P i«P O^P^O^P 



1 



;2P 



" 1*^ 3^^ 5^^ 7*^ 



2l>" 



V = 



1 



l 



^^p+l"' ^2p + l+ ^2p+l 



2p\ "' 

= G„ 

4.2pl '' 



Le tableau ci-après permet de calculer les dix premières sommes 
de chaque espèce jusqu'à Sfo, T|o, Uto« V^i . 

Valeurs des dix premiers nombres B^, R^, G^, E^. 



P 


^ 


\ 


G 

p 


^ 


1 


1 
6 


i 

6 


1 


1 


2 


i 
30 


7 
30 


1 


5 


3 


1 
42 


31 
42 


3 


61 


4 


30 


127 

30 


17 


1385 


5 


5 
66 


2555 
66 


155 


50521 


6 


691 

2730 


1414477 
2730 


2073 


2702765 


7 


7 
6 


57337 
6 


38227 


199360981 


8 


3617 
510 


118518239 
510 


929569 


19391512145 


9 


43867 
798 


5749691557 

798 


28820619 


2404879675441 (1) 


iO 


174611 
330 


91546277357 
330 


1109652905 


370371188237525 

-- 



Le tableau précédent nous montre que les nombres de BemouUi 
et R sont des nombres fractionnaires et les nombres d'Euler et de 

Genocchi sont des nombres entiers. 



(i) La valeur de E9 qui figure dans ce tableau n*est pas celle indiquée par 
BÙler (Inatittttiones Calculi differentialis), § 2214, qui est fautive^ 
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b) Suites numériques obtenues en partant de la a"*® identité. 

n — 1 
i i 1 ~1" 1 

1(1 + 12)« 3(l + 3«)« 5(1+5V ^ ' n(l+n*)* 

4l sh^i: 2 2shw 2j 

1 i 1 _7rr ^ { (i-~shO(i— 2shl) n 

l(l+«2)2""3(i+3>««)« + 5(i^5>^f)f"" 41*""^ i"*" 2shM ^ ij 

{ \ \ \ 2sh*m7i--mTcshm7i— m«it«chm5îr 

■4- , — . — -rT.+-..= 



(m*+i*)« (m*+2«)« (m«4-3«)« {mH-^f * 4m*sh«mic 



1(4 + 1*) 3(4 + 3*) '^ 5(4+5*) "" 16 

1 1 i 2_ 

l(4fc'* + l*)'"3(4A;'* + 3*)"*'5(4A;'*+5*) "" 16ft'* 

44-l*'"4 + 3*"'"4 + 5*~4+7*"^ "" it 

2 

1 1 1 1 ^ TT 1C 

13(1 + 1«)~ 33(1 +39) + 53(1^.51) •^73(1 ^7,) + ••""""3i'"4'"'' W 

2 

{ 1 1 i _ÎC TC 

l(l + l»)""3(l+3«) "^5(1+5») 7(1+7»)"^ ""^"". u^ ' 

4 cil — 

2 

1 1 1 1 1 / chmw \ 
H 1 1 + ... = — I mw- — 1 I 



m«+l* m*+2* m«+3« m2+4« 

1 1 1 1 

m*+l«~m« + 2« m«+3«""m8+4« 



1 / mit \ 

H u = — I 1 I 

— 10- -^* . r. 2m«\ shmn/ 



1111 îc chmTc— 1 

1 1 1 h = — ' 

m*+l« m*+3« m*+5« m»+7« 4m shm« 

1 1 1.1 1 / chmic+l \ 

7yi«-j.2« ' m«+4« m«+6* m«+8« 4m>\ shmic / 
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